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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов пер-

вого курса технолого-экономического факультета, обучающихся 

по направлению подготовки 262000 «Технология изделий лёгкой 

промышленности», профиль подготовки «Технология швейных из-

делий», а также для преподавателей высших учебных заведений, 

которые ведут курс «Математика». 

Содержание пособия соответствует требованиям государ-

ственного образовательного стандарта и программе дисциплины 

«Математика». 

Учебное пособие состоит из 13 параграфов; в него включены 

лекции по следующим разделам математического анализа: множе-

ства, функции, пределы, непрерывность, дифференциальное ис-

числение функции одной и нескольких переменных. 

Изложение теоретического материала по всем темам сопро-

вождается рассмотрением большого количества примеров и задач, 

для которых приведено подробное решение. 

Пособие может быть использовано студентами также для са-

мостоятельного изучения соответствующего материала, является 

базой для подготовки к экзамену по математике на первом курсе. 
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§ 1. Множества 

1. Понятие множества. 

2. Операции над множествами, их свойства. 

3. Численность множества. 

4. Понятие меры множества. 

  

1. Понятие множества 

В повседневной жизни различные совокупности предметов 

называют одним словом: совокупность документов – архивом, со-

брание книг – библиотекой и т. д. 

Математическим понятием, отражающим объединение некото-

рых объектов, предметов или понятий в единую совокупность, яв-

ляется понятие множества. Понятие множества, как и другие ос-

новополагающие понятия математики, вводится без определения. 

Определение. Предметы, объекты, из которых состоит данное 

множество, называются его элементами. 

Множества обозначаются заглавными буквами латинского ал-

фавита: A, B, C, … 

Элементы множества обозначаются малыми буквами латин-

ского алфавита: a, b, c, … 

Запись: Ba  – элемент a принадлежит множеству B, 

  Cx  – элемент х не принадлежит множеству C. 

Определение. Конечными называются множества, состоящие из 

конечного числа элементов. 

ПРИМЕР. Множество студентов в аудитории – конечное мно-

жество. 

Определение. Множества, не являющиеся конечными, называ-

ются бесконечными. 

ПРИМЕР. Множество звёзд на небе – бесконечное множество. 

Определение. Множества, не имеющие ни одного элемента, 

называются пустыми, обозначаются символом  . 

Способы задания множеств: 

1) Перечисляются все элементы множества, при этом элементы 

множества записываются в фигурных скобках: }3;2;1{A  Этот 

способ применяется только для конечных множеств. 

2) Указывается характеристическое свойство множества – 

свойство, которым обладают все элементы данного множества. 

Например, }012{ 2  xxxA  – множество A состоит из тех 
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элементов, которые являются корнями указанного квадратного 

уравнения. Этот способ задания применим и к конечным, и к бес-

конечным множествам. 

Определение. Множества А и В называются равными, если они 

содержат одни и те же элементы. 

ПРИМЕР. Множества }3;2;1{A  и }2;1;3{B  равны, так как 

содержат одинаковые элементы: BA  . 

Определение. Говорят, что множество B является подмноже-

ством множества A, если каждый элемент из множества B является 

элементом и множества A: .AB   

ПРИМЕРЫ. 

1) Пусть А – множество канцелярских товаров в аудитории, В – 

множество шариковых ручек в аудитории, тогда .AB   

2) Перечислим все подмножества множества }3;2;1{A : 

}1{ , }2{ , }3{ , },3;2;1{},3;2{},3;1{},2;1{ . 

Замечания. 

1) Если BA  , то AB  , BA . 

2) Пустое множество является подмножеством любого множе-

ства: A . 

3) Знак   можно ставить только между множествами: AB  , 

A . 

4) Знак  можно ставить только между элементом множества и 

самим множеством:  cbaa ;; . 

 

2. Операции над множествами, их свойства 

Пусть все рассматриваемые множества являются подмноже-

ствами некоторого фиксированного множества, которое назовём 

универсальным и обозначим буквой U. Для геометрической иллю-

страции операций над множествами воспользуемся диаграммами 

Эйлера – Венна, на которых универсальное множество изображают 

в виде прямоугольника, а остальные множества – в виде овалов, в 

частности кругов. 

Операции над множествами: 

1) Пересечение множеств A и B – это множество BA  эле-

ментов, принадлежащих одновременно и множеству А, и множе-

ству В: 

}{ BxиAxBA  . 
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 BA       .BA  
 

ПРИМЕРЫ.  1) }6{}6;4;2{},6;5;3;1{  BABA ; 

2) .A  

2) Объединение множеств A и B – это множество BA  эле-

ментов, принадлежащих хотя бы одному из множеств А или В: 

}{ BxилиAxBA  . 
 

  
 

ПРИМЕРЫ.  1) }6;5;4;3;2;1{}6;4;2{},6;5;3;1{  BABA ; 

2) AA  . 

3) Разность двух множеств A и В – это множество BA \  эле-

ментов множества А, не принадлежащих множеству В: 

}{\ BxиAxBA  . 
 

 BA \   ABA \  
 

ПРИМЕР. }.4;2{\},5;3;1{\}6;4;2{},6;5;3;1{  ABBABA  

4) Определение. Если множество B является подмножеством 

множества А, то разность BA \  называют дополнением множества 

В до множества А и обозначают .BСA  
 

 BСA     AСU  
 

ПРИМЕР. }.5;1{}6;3{},6;5;3;1{  BCBA A  

В случае числовых множеств запись ACR  означает дополнение 

множества А до множества R действительных чисел (или всей чис-

ловой прямой). 
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ПРИМЕР. Даны числовые множества ]4;2(A , )7;0[B . 

Найти BA , BA , BA \ , AB \ , ACR , BCR . 

BA =(–2;7),  BA =[0;4], 

BA \ =(–2;0),  AB \ =(4;7), 

ACR =(–∞;–2] (4;+ ∞), BCR =(–∞;0) [7;+ ∞). 

5) Декартовое произведение множеств kAAA ...,,, 21  – это 

множество kAAA  ...21 , состоящее из всех упорядоченных 

наборов (кортежей) вида )...,,,( 21 kaaa , где 11 Aa  , 

kk AaAa  ...,,22 . 

ПРИМЕР. Для множеств };3;2;1{A  };{ yxB   имеем 

)};3(),;3(),;2(),;2(),;1(),;1{( yxyxyxBA  , 

)}3;(),3;(),2;(),2;(),1;(),1;{( yxyxyxAB  . 

Видим, что в общем случае ABBA  . 

Замечания. 

1) Если одно из множеств пусто, то и их декартово произведе-

ние считается пустым. 

2) Множество координат точек координатной плоскости явля-

ется декартовым произведением RR , где R – множество действи-

тельных чисел – координаты точек по оси Ox, Oy соответственно. 

 

3. Численность множества 

Определение. Численностью конечного множества А называет-

ся число n(A) элементов множества А. 

Пусть А, В – конечные множества, тогда справедливо: 

1) если множества А и В не пересекаются, то 

)()()( BnAnBAn  , 

)()\( AnBAn  ; 

2) если множества А и В пересекаются, то 

)()()()( BAnBnAnBAn  , 

)()()\( BAnAnBAn  ; 

3) если AB  , то )()()\( BnAnBAn  . 

Замечание. Для конечных пересекающихся множеств А, В, С 

имеем 

).()()()(

)()()()(

CBAnCBnCAnBAn

CnBnAnСBAn
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ПРИМЕР. Применим теорию множеств для решения задачи. 

В группе из 100 туристов 70 человек знают английский язык, 

45 – французский язык, 23 – оба языка. Сколько туристов не знают 

ни английского, ни французского языка? 

Решение. 

Введём обозначения: 

U – множество всех туристов; 

А – множество туристов, знающих английский язык; 

В – множество туристов, знающих французский язык. 

Тогда BA  – множество туристов, знающих хотя бы один язык 

(английский или французский), 

BA  – множество туристов, знающих оба языка (и англий-

ский, и французский). 

Причём имеем 100)( Un , 70)( An , 45)( Bn , 23)( BAn . 

Таким образом, )(\ BAU   – множество туристов, не знающих ни 

английского, ни французского языка. 

Так как UBA  )( , то )()())(\( BAnUnBAUn  . 

Множества А и В пересекаются, следовательно, имеем 

92234570)()()()(  BAnBnAnBAn . 

Тогда получим 892100)()())(\(  BAnUnBAUn . 

Таким образом, 8 туристов не знают ни английского, ни фран-

цузского языка. 

 

4. Понятие меры множества 

Понятие меры )(A  множества А есть естественное обобщение 

понятий: 

1) длина отрезка; 

2) площадь S плоской фигуры; 

3) объём V пространственной фигуры; 

4) приращение )()( afbf   неубывающей функции )(tf  на 

промежутке [a;b); 

5) интеграл от неотрицательной функции, взятого по некоторой 

линейной, плоской или пространственной области и т.п. 

Свойства меры множества: 

1) мера пустого множества равна нулю: 0)(  ; 

2) 0)( A ; 

3) RA )( . 
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Площади плоских фигур: 

1) квадрат (а – сторона; d – диагональ): 
2

2
2 d

aS  ; 

2) прямоугольник (a, b – стороны): abS  ; 

3) параллелограмм (а, b – стороны; );(


 ba ; h – высота, про-

ведённая к а): sinabahS  ; 

4) ромб (а – сторона; h – высота, проведённая к а; d1, d2 – диа-

гонали;   – угол ромба): sin
2

1 2
21 addahS  ; 

5) трапеция (a, b – основания; h – высота): h
ba

S
2


 ; 

6) произвольный четырёхугольник (d1, d2 – диагонали; 

);( 21


 dd ): sin

2

1
21ddS  ; 

7) четырёхугольник, около которого можно описать окруж-

ность (a, b, c, d – стороны; 
2

dcba
p


 ): 

))()()(( dpcpbpapS  ; 

8) прямоугольный треугольник (a, b – катеты): abS
2

1
 ; 

9) равнобедренный треугольник (а – основание; b – боковая 

сторона): 
42

1 2
2 a

baS  ; 

10) правильный (равносторонний) треугольник (а – сторона): 

4

32a
S  ; 

11) произвольный треугольник (а, b, с – стороны; h – высота, 

проведённая к а; );(


 ba ; 
2

cba
p


 ; R – радиус описанной 

окружности; r – радиус вписанной окружности): 

rp
R

abc
cpbpappabahS 

4
))()((sin

2

1

2

1
 ; 

12) многоугольник, описанный около окружности (r – радиус 

окружности; p – полупериметр): rpS  ; 
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13) правильный шестиугольник (а – сторона): 2

2

33
aS  ; 

14) круг (r – радиус; d – диаметр): 
4

2
2 d

rS





 ; 

15) сектор (r – радиус;   – градусная мера центрального угла): 




360

2r
S


 ; 

16) сегмент: площадь сегмента находится как разность площа-

дей сектора и треугольника – 


 S
r

S 


360

2

,   , где S  – 

площадь треугольника с вершинами в центре круга и концах ради-

усов, ограничивающих соответствующий сектор. Выбирается знак 

«–» при   , знак «+» при   . 

На практике, если нет достаточных данных, можно пользовать-

ся приближённой формулой: ahS
3

2
 , где а – основание сегмента, 

h – высота. 

 

Объёмы пространственных фигур: 

(V – объём; S – площадь основания; h – высота; r – радиус ос-

нования) 

1) призма и параллелепипед: ShV  ; 

2) параллелепипед прямоугольный (a, b, c – его измерения): 

abcV  ; 

3) куб (а – ребро): 3aS  ; 

4) пирамида: ShV
3

1
 ; 

5) усечённая пирамида (S1, S2 – площади верхнего и нижнего 

оснований): hSSSSV )(
3

1
2211  ; 

6) цилиндр круговой: hrShV 2  ; 

7) конус круговой: hrShV 2

3

1

3

1
  ; 

8) усечённый конус круговой (r1, r2 – радиусы верхнего и ниж-

него оснований): )(
3

1 2
221

2
1 rrrrhV   ; 
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9) шар (R – радиус): 3

3

4
RV  ; 

10) шаровой сегмент (R – радиус шара; h – высота сегмента): 

)
3

1
(2 hRhV   ; 

11) шаровой сектор (шаровой сегмент конус) (R – радиус ша-

ра; h – высота соответствующего шарового сегмента): hRV 2

3

2
 . 

ПРИМЕР. Вычислить меру множества А, изображённого на ри-

сунке. 

 

Множество А – четверть круга радиуса 3r , 

следовательно, его мера – это площадь соответ-

ствующей фигуры: 

4

9

4

1

4

1
)( 2

кр


  rSA . 

 

 

 

§ 2. Числовые множества 

1. Числовые множества. Множество действительных чисел. 

2. Модуль действительного числа. 

3. Расширенная числовая прямая. 

4. Числовые промежутки. Окрестность точки. 

 

1. Числовые множества. Множество действительных чисел 

Множества могут состоять из объектов самой различной при-

роды. Их элементами могут быть буквы, картины, уравнения и т. д. 

Есть числовые множества – множества, элементами которых яв-

ляются числа. 

Определение. Натуральные числа – это числа, которые исполь-

зуются при счёте. Множество натуральных чисел обозначают сим-

волом N. 

Любое натуральное число можно записать с помощью десяти 

цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Число 0 натуральным не является. 

Определение. Два числа, отличающиеся друг от друга только 

знаками, называют противоположными. 

x 

y 

3 

3 

0 

A 
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Для каждого числа есть только одно противоположное число. 

Число 0 противоположно самому себе. 

Определение. Целые числа – это натуральные числа, противо-

положные им числа и число 0. Множество целых чисел обозначают 

символом Z. 

Определение. Рациональными числами называют числа вида 

q

p
, где Zp , Nq . Множество рациональных чисел обозначают 

символом Q. 

Всякое рациональное число является либо целым числом, либо 

представляется конечной или периодической бесконечной деся-

тичной дробью. 

ПРИМЕР. Числа 3, 0,75 и 0,33333 являются рациональными, 

так как их можно представить следующими дробями: 1
33  , 

4
375,0  , 3

1...3333,0  . 

Определение. Иррациональные числа – это числа, которые 

нельзя представить в виде дроби 
q

p
, где Zp , Nq . Множество 

иррациональных чисел обозначают символом I. 

Всякое иррациональное число представляется непериодиче-

ской бесконечной десятичной дробью. Например, ...414213,12  , 

...14159,3 ., ...7182,2e  

Определение. Рациональные и иррациональные числа состав-

ляют множество действительных (вещественных) чисел. 

Таким образом, любое действительное число представляется 

бесконечной десятичной дробью. Множество действительных чи-

сел обозначают символом R. 

Множество действительных чисел можно взаимно однозначно 

отразить на числовой прямой, то есть если каждому действитель-

ному числу поставить в соответствие точку числовой прямой, то 

эти точки полностью заполнят всю числовую прямую. 

Запишем связь числовых множеств: 

IQRRIRQZN  ,, . 

ПРИМЕР. Даны множества: 

}101,{  aNaaA ,     }32,{  bZbbB , 

}6,23,{  cRccC , }2,{  dQddD . 

Каким множествам принадлежат числа –2,5; 3; 2,5? 
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Видно, что C 5,2  и D 5,2 , A3 , C5,2 . 

 

2. Модуль действительного числа 

Определение. Абсолютной величиной, или модулем действи-

тельного числа x называется неотрицательное число x , определя-

емое соотношением 

 









.0,

,0,

xеслиx

xеслиx
x  

Свойства абсолютной величины: 

1) xx  ; 

2) 22
xx  ; 

3) xxx  ; 

4) ax     axa  ; 

5) ax     








;

,

ax

ax
 

6) yxyx  ; 

7) yxyx  ; 

8) yxyx  ; 

9) yxxy   (справедливо для любого конечного числа сомно-

жителей); 

10) 
y

x

y

x
 , 0y . 

Геометрической интерпретацией модуля действительного чис-

ла а является расстояние от точки а до начала числовой прямой. 

Расстояние между точками а и b на числовой прямой вычисля-

ется по формуле 

baba ),( . 

 

3. Расширенная числовая прямая 

Ко множеству действительных чисел R добавим два символа:   

–∞ и +∞, полученное множество назовём расширенной числовой 

прямой, или расширенным множеством действительных чисел: 

 };{  RR . 

При этом будем считать выполненными следующие условия: 
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1)  x  для Rx ; 

2) 0





xx
 для Rx ; 

3) при 0x  имеем  )(x ,  )(x , 

    при 0x  имеем  )(x ,  )(x , 

 )(0   и )(0   не имеют смысла; 

4) для Rx   x ,  x , 

 )( ,  )( ,  )( , 

)(  не имеет смысла. 

 

4. Числовые промежутки. Окрестность точки 

Определение. Промежутком  ba;  называется совокупность 

чисел х, заключённых между числами а и b, то есть bxa  , 

Rba , . 

Числа а и b называются концами промежутка. 

Виды промежутков: 

}:{];[ bxaRxba   – отрезок или сегмент; 

}:{);( bxaRxba   – интервал; 

}:{];( bxaRxba  , }:{);[ bxaRxba   – полуин-

тервалы или полуотрезки; 

}:{];( axRxa  , }:{);[ axRxa   – лучи; 

}:{);( axRxa  , }:{);( axRxa  ,  

RxRx  }:{);(  – бесконечные интервалы. 

Определение. Окрестностью aU  точки Ra  называется лю-

бой интервал, содержащий точку а. 

В частности, интервал );();(   aaaU , где 0 , называ-

ется  -окрестностью точки а. Число a называется центром, а 

число   – радиусом данной окрестности. 

 

 

 

 

 

Определение. Проколотой окрестностью действительной точ-

ки Ra  называется множество }{\
0

aUU aa  , то есть это окрест-

ность точки а без самой этой точки: 

а+ε а–ε а х 

Ua 
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0),;();(
0

  aaaaU a . 

 

 

 

 

 

Определение. Окрестностью точки   называется множе-

ство точек Rx , удовлетворяющих неравенству Rx   , , то 

есть это интервал );(  U . 

 

 

 

 

Определение. Окрестностью точки   называется множе-

ство точек Rx , удовлетворяющих неравенству Rx   , , то 

есть это интервал );( U . 

 

 

 

 

Ко множеству R действительных точек добавим ещё один сим-

вол   (беззначная бесконечность). Эта бесконечность с числами из 

множества R не связана никакими неравенствами, в отличие от   

и   )(  xRx . 

Беззначная бесконечность   связана с числами из множества R 

только через понятие окрестности. 

Определение. Окрестностью точки   называется множество 

всех точек Rx , удовлетворяющих неравенству x , R , 

0 , то есть это интервал );();(  U . 

 

 

 

 

 

 

 

 

а+ε а–ε а х 

aU
0

 

ε х 

U+∞ 

ε х 

U–∞ 

U∞ 

ε –ε 0 х 
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§ 3. Функции 

1. Понятие функции. 

2. График функции. 

3. Свойства функций. 

4. Сложная функция. Обратная функция. 

5. Основные элементарные функции. 

6. Элементарные функции. 

 

1. Понятие функции 

Определение. Пусть заданы непустые множества Х и Y. Гово-

рят, что задано отображение множества Х во множество Y, если 

указан закон или правило, по которому каждому элементу множе-

ства Х поставлен в соответствие один или несколько определённых 

элементов множества Y. 

Отображение также называют функцией. 

Обозначение YXf :  или )(xfy  , где Xx , Yy . 

Здесь х – независимая переменная или аргумент функции, 

 f – функция, 

 )(xf  – значение функции f в точке х. 

Определение. Если каждому аргументу соответствует одно 

значение функции, то функция называется однозначной; если два 

или больше – то многозначной. 

Если особо не оговорено, что функция многозначна, то подра-

зумевается, что он однозначна. 

Определение. Говорят, что функция определена в точке х, если 

этому значению х соответствует единственное значение )(xfy  . 

Определение. Областью определения функции )(xfy   назы-

вается множество значений х, при которых эта функция определе-

на. 

Множество Х – область определения функции YXf : . 

Определение. Областью значений функции )(xfy   называет-

ся множество тех значений у из множества Y, которым поставлен в 

соответствие хотя бы один элемент из множества Х. 

Или по-другому, областью значений функции )(xfy   называ-

ется множество всех значений, принимаемых переменной у. 

Для функции )(xfy   область определения обозначается через 

D(y), область значений – E(y). 
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Определение. Элемент )(xf , принадлежащий Y, называется 

образом элемента х. Элемент х называется прообразом элемента 

)(xf . 

ПРИМЕР. Дано отображение 13  xy . Найти образы проме-

жутков [1;2], (1;2), [–1;0). 

Получим ]5;2[]2;1[: y , )5;2()2;1(: y , )1;4[)0;1[: y . 

Определение. Если задано равенство вида 0);( yxF , где 

);( yxF  – некоторая функция, зависящая от двух числовых аргу-

ментов, то говорят, что равенство 0);( yxF  определяет y как не-

явную функцию от x. 

Если уравнение 0);( yxF  разрешимо относительно y, то не-

явная функция может быть приведена к явному виду, то есть к ви-

ду )(xfy  . 

ПРИМЕР. 0132  yx  – неявный вид функции у. Выразим у: 

3

21 x
y


  – явный вид функции у. 

 

2. График функции 

Определение. Графиком функции )(xfy  , отображающей 

множество Х во множество Y, называется множество всевозмож-

ных точек с координатами (x;y), где Xx , )(xfy  . 

Если )(xfy   – действительная функция действительного ар-

гумента, то графиком этой функции является некоторое подмноже-

ство координатной плоскости. 

Способы задания функции: 

1) Графический – задаётся график функции. 

2) Табличный – функция задаётся таблицей ряда значений ар-

гумента и соответствующих значений функции. Например, табли-

цы логарифмов, квадратных корней, т. д. 

3) Аналитический – функция задаётся  в виде одной или не-

скольких формул или уравнений. 

Построение графиков функций путём сдвига и деформаций: 

( )(xfy   – исходная функция) 

1) )( axfy   – сдвиг по оси Ох на a  единиц влево при 0a , 

вправо при 0a а<0. 
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2) bxfy  )(  – сдвиг по оси Оу на b  единиц вверх при 0b , 

вниз при 0b . 

3) baxfy  )(  – применить преобразования 1 и 2. 

4) )(xAfy  , 0A  – растяжение вдоль оси Оу в А раз при 

1A , сжатие при 10  A . 

5) )( xfy  , 0  – сжатие вдоль оси Ох в   раз при 1 , 

растяжение при 10  . 

6) )(xfy   – часть графика функции )(xfy   над осью Ох 

оставить такой же, а часть графика под осью Ох отобразить сим-

метрично относительно Ох. 

7) )( xfy   – часть графика функции )(xfy   справа от оси 

Оу оставить такой же, а слева построить часть, симметричную пра-

вой части относительно Оу. 

8) )(xfy   – симметрия относительно оси Ох. 

9) )( xfy   – симметрия относительно оси Оу. 

 

3. Свойства функций 

Рассмотрим функцию YXf : , ХМ  . 

Определение. Функция f называется возрастающей (неубыва-

ющей) на множестве М, если для любых Mxx 21,  из неравенства 

21 xx   следует )()( 21 xfxf   ( )()( 21 xfxf  ). 

Определение. Функция f называется убывающей (невозраста-

ющей) на множестве М, если для любых Mxx 21,  из неравенства 

21 xx   следует )()( 21 xfxf   ( )()( 21 xfxf  ). 

Определение. Функции всех этих типов носят общее название – 

монотонные. Причём возрастающие и убывающие функции назы-

ваются строго монотонными, а невозрастающие и неубывающие 

функции называются монотонными в широком смысле. Интерва-

лы, в которых функция монотонна, называются интервалами мо-

нотонности. 

ПРИМЕРЫ 

Функция 
x

y
1

  – убывающая на всей обла-

сти определения }0{\)( RyD  . 

 

 

х 

у 

0 

x
y

1
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Функция 2xy   – убывающая на интервале 

)0;(  и возрастающая на );0(  . 

 

Определение. Функция )(xfy   называется чётной, если для 

любого х из области определения функции выполняется равенство 

)()( xfxf  . 

Определение. Функция )(xfy   называется нечётной, если 

для любого х из области определения функции выполняется равен-

ство )()( xfxf  . 

График чётной функции симметричен относительно оси Оу, 

график нечётной функции симметричен относительно начала ко-

ординат. 

ПРИМЕРЫ. 
2xy   – чётная функция, так как )()()( 22 xyxxxy  ; 
3xy   – нечётная функция, так как )()()( 33 xyxxxy  ; 

52  xy  не является ни чётной, ни нечётной функцией, так как 

525)(2)(  xxxy , то есть )()( xyxy   и )()( xyxy  . 

Определение. Функция )(xfy   называется периодической, 

если существует такое число 0T , что для любого х из области 

определения функции выполняется )()()( TxfxfTxf  . 

При этом число Т называется периодом функции. 

График периодической функции периодически повторяется. 

ПРИМЕР. Тригонометрические функции xy sin , xy cos  

имеют период 2T , функции xy tg , xy ctg  имеют период 

T . 

Определение. Функция f называется ограниченной на множе-

стве М, если существует действительное число 0k  такое, что для 

любого х из множества М выполняется неравенство kxf )( . В 

противном случае функция называется неограниченной. 

Или по-другому, функция f называется ограниченной на мно-

жестве М, если на этом множестве ограничено множество значений 

этой функции. 

ПРИМЕРЫ. 
2xy   ограничена на R снизу ( 0y ); 

22 xy   ограничена на R сверху ( 2y ); 

у 

х 0 

2xy   
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xy sin  ограничена на R ( 11  y ). 

 

 

 

 

 

 

4. Сложная функция. Обратная функция 

Определение. Величина у называется сложной функцией или 

функцией от функции, если она рассматривается как функция от 

некоторой (вспомогательной) переменной и, которая в свою оче-

редь зависит от аргумента х: 

)(ufy  , )(xu  . 

Тем самым у оказывается функцией от х, то есть 

)]([ xfy  . 

ПРИМЕР. Если 3uy   и 21 xu  , то 32 )1( xy   – сложная 

функция от х. 

Пусть дана функция )(xfy   с областью определения D и об-

ластью значений Е. 

Определение. Если каждому значению Ey  соответствует 

единственное значение Dx , то определена функция )(yx   с 

областью определения Е и областью значений D. Такая функция 

называется обратной к функции )(xf  и записывается в виде 

)()( 1 yfyx  . 

Про функции )(xfy   и )(yx   говорят, что они являются 

взаимно обратными. 

ПРИМЕР. Для функции 2xy  , ]5;0[x  обратной является 

функция yx  . 

Замечание. Функция )(xfy   имеет обратную функцию тогда 

и только тогда, когда функция )(xfy   задаёт взаимно однознач-

ное соответствие между множествами D и Е. 

Всякая строго монотонная функция имеет обратную функцию, 

при этом обратная функция также строго монотонна. Если функция 

возрастает (убывает), то обратная функция также возрастает (убы-

вает). 

у 

х 0 

2xy   

у 

х 0 

22 xy   

–2 



21 

0 х 

у 

b 

у=b 

у=kx+b, 

k<0 

у=kx+b, 

k>0 

у=kx, 

k>0 
α 

Обычно обозначения переменных меняют ролями и аргумент 

обратной функции обозначают буквой х, как и аргумент прямой 

функции у. 

ПРИМЕРЫ. 

Для функции 2xy  , 0x  обратной явля-

ется функция xy  , 

для функции xy 2  обратной является функ-

ция xy 2log . 

Графики взаимно обратных функций симметричны относи-

тельно прямой xy  . 

Правило нахождения обратной функции: чтобы получить об-

ратную функцию для )(xfy  , надо вместо y написать х, а вместо 

х записать у, то есть получить функцию )(yfx  , а затем выразить 

из полученной функции у. Полученная функция и будет обратной 

функцией для заданной функции )(xfy  . 

 

5. Основные элементарные функции 

1.  Линейная функция – функция вида bkxy  , Rbk , . 

Графиком линейной функции является прямая линия, для которой  

tgk  – угловой коэффициент. 

1) RyD )( , RyE )( . 

2) Ни чётная, ни нечётная. 

3) При 0k  возрастает на R, 

при 0k  убывает на R. 

При 0k  получаем постоян-

ную функцию by  , её график – 

прямая, параллельная оси Ох. 

Если 0b , то имеем прямую 

пропорциональность kxy  , её гра-

фик – прямая, проходящая через 

начало координат. 

2. Квадратичная функция – функция вида 2axy  , Ra , 

0a . 

Графиком квадратичной функции является парабо-

ла с вершиной в начале координат и осью симмет-

рии Оу. 

х 

у 

0 1 

1 

у=х 

xy 2log  

xy 2  

у 

х 0 

2xy   
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1) RyD )( ; 

при 0a  );0[)( yE , при 0a  ]0;()( yE . 

2) Чётная. 

3) При 0a  возрастает на );0(   и убывает на 

)0;( ; при 0a  возрастает на )0;(  и убывает на 

);0(  . 

Функция cbxaxy  2 , 0a , Rcba ,,  – квадратичная 

функция общего вида. Её графиком является парабола с вершиной 

в точке 















a

b
c

a

b

4
;

2

2

 и осью симметрии, параллельной оси Оу. 

 

3. Степенная функция – функция вида nxy  , Rn . 

Возможны случаи: 

1. При 0n  имеем 1y  – постоянная функция. 

2. n – целое число: 

а) 1n , то есть xy   – линейная функция, график которой 

есть биссектриса I и III координатных углов. 

б) 0n  (натуральное) 

n – чётное  n – нечётное 
RyD )(   RyD )(  

);0[)( yE   RyE )(  

 

в) 0n  

n – чётное  n – нечётное 
}0{\)( RyD   }0{\)( RyD   

);0()( yE  }0{\)( RyE   

3. n – рациональное (дробное), пусть 
q

p
n   – несократимая дробь: 

а) 0n  

p – чётное, p, q – нечётное p – нечётное, 

q – нечётное  q– чётное 

 

 

 

 

 

х 

у 

0 
2xy   

х 

у 

0 
х 

у 

0 

х 

у 

0 

х 

у 

0 

х 

х 

х 

у у у 

0 

0 

0 
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б) 10  n  

p – чётное, p, q – нечётное p – нечётное, 

q – нечётное  q– чётное 

 

 

 

 

 

 

в) 1n  

p – чётное, p, q – нечётное p – нечётное, 

q – нечётное  q– чётное 

 

 

 

 

 

 

4. n – иррациональное: 

а) 0n  б) 10  n  в) 1n  

 

 

 

 

 

4. Показательная функция – функция вида xay  , 1,0  aa . 

1) RyD )( , );0()( yE . 

2) Ни чётная, ни нечётная. 

3) При 1a  возрастает на R, при 10  a  убывает на R. 

 

 

 

 

 

5. Логарифмическая функция – функция вида xy alog , 

0a , 1a . 

1) );0()( yD , RyE )( . 

2) Ни чётная, ни нечётная. 

х х х 

у у у 

0 
0 

0 

х х 
х 

у у у 

0 0 
0 

х х х 

у у у 

0 0 0 

х 

у 

0 

1 

х 

у 

0 

1 
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3) При 1a  возрастает на D(y), при 10  a  убывает на D(y). 

 

 

 

 

 

4) 01log a , 1log aa , xa
xa 

log
; 

2121 loglog)(log xxxx aaa  , 21
2

1 logloglog xx
x

x
aaa  , 

xnx a
n

a loglog  , 
a

x
x

b

b
a

log

log
log  . 

6. Тригонометрические функции:  xy sin , xy cos , 

        xy tg , xy ctg . 

xy sin : xy cos : 

RyD )(  RyD )(  

]1;1[)( yE  ]1;1[)( yE  

период 2T  период 2T  

нечётная чётная 

  
 

xy tg : xy ctg : 

);()(
22

kkyD     );()( kkyD    

RyE )(  RyE )(  

период T  период T  

нечётная нечётная 

 

  
 

х 

у 

0 1 х 

у 

0 1 
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7. Обратные тригонометрические функции: 

xy arcsin , xy arccos , xy arctg , xy arcctg . 

Обратные тригонометрические функции многозначны, поэтому 

существует понятие главных значений этих функций. 

 

xy arcsin : xy arccos : 

]1;1[)( yD  ]1;1[)( yD  

];[)(
22
yE  ];0[)( yE  

(область значений для главных значений функций) 
RyE )(  RyE )(  

(область значений в общем случае) 

нечётная ни чётная, ни нечётная 

  
 

xy arctg : xy arcctg : 

RyD )(  RyD )(  

);()(
22
yE  );0()( yE  

(область значений для главных значений функций) 

}{\)(
2

kRyE    }{\)( kRyE   

(область значений в общем случае) 

нечётная ни чётная, ни нечётная 

 

  
 

 

Определение. Степенная, показательная, логарифмическая, 

тригонометрические, обратные тригонометрические функции 

называются основными элементарными функциями. 
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6. Элементарные функции 

Определение. Элементарной функцией )(xfy   называется 

функция, заданная с помощью основных элементарных функций и 

постоянных с помощью конечного числа арифметических опера-

ций (сложения, вычитания, умножения, деления) и взятия функции 

от функции. 

ПРИМЕРЫ. 1) 
x

x
y

lg1

3 2




 , ))sin6125ln(lg( 3 xy   – элемен-

тарные функции; 

2) ny  ...321  – неэлементарная функция, так как её нельзя вы-

разить конечным числом элементарных действий (чем больше n, 

тем больше умножений надо выполнить). 

Из элементарных функций выделяют следующие классы функ-

ций, называемых алгебраическими: 

1) целые рациональные функции, то есть многочлены )(xPn  

вида 
n

nn xaxaxaxaaxP  ...)( 3
3

2
210 , 

где naaaa ...,,,, 210  – числа; 

2) дробно-рациональные функции, то есть частное двух много-

членов: 

m
m

n
n

m

n

xbxbxbxbb

xaxaxaxaa

xQ

xP






...

...

)(

)(
3

3
2

210

3
3

2
210 ; 

3) иррациональные функции, то есть функции, заданные с по-

мощью корней различных степеней из целых или дробно-

рациональных функций. 

Остальные элементарные функции принято называть транс-

цендентными. 

ПРИМЕРЫ. 6

5
4232 xxxy   – целая функция; 

10

9

2,031

72

xx

xx
y




  – дробно-рациональная функция; 

4 3 15  xy , 
5

3

2

9

x

x
y


  – иррациональные функции; 

xx

x
y

ln3sin

613




  – трансцендентная функция. 
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§ 4. Предел функции 

1. Предел функции. 

2. Примеры вычисления пределов. 

3. Некоторые теоремы о конечных пределах. 

4. Первый замечательный предел. 

5. Второй замечательный предел. 

6. Односторонние пределы. 

7. Бесконечно малые и бесконечно большие функции. 

8. Некоторые замечательные пределы. 

 

1. Предел функции 

Пусть функция )(xfy   определена в некоторой окрестности 

точки ax   (здесь рассматриваются случаи Ra , a ), причём 

в самой точке ax   функция либо определена, либо нет. 

Обозначение предела функции: Axf
ax




)(lim . 

Геометрический смысл предела функции: для всех точек х, до-

статочно близких к точке а, соответствующие им значения функ-

ции )(xf  будут сколь угодно мало отличаться от числа А. 

При вычислении предела функции следует подставить в функ-

цию предельное значение аргумента. Если при этом получится ко-

нечное число или бесконечность, то это значение и является преде-

лом функции. 

ПРИМЕРЫ. 

1) 2
7

14

322

42323

32

433
lim

22

2











 x

xx

x
, 

2) 303
1

3
1

3lim 












 xx
. 

Свойства предела функции: 

(пусть существуют пределы функций )(xf  и )(xg  при ax ) 

1. cc
ax




lim , constc  ; 

2.   )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

 ; 

3.   )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

 ; 

4. )(lim))((lim xfcxfc
axax 

 ; 
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5. 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax





 , здесь 0)(lim 


xg

ax
. 

 

2. Примеры вычисления пределов 

ПРИМЕР 1. Вычислить предел 
xx

x

x 32

1
lim

2

2






. 

Подставим вместо х его предельное значение  , получим вы-

ражение 

















 xx

x

x 32

1
lim

2

2

. 

Запись 











 является условной и означает, что числитель и 

знаменатель дроби стремятся к  , когда x . К какому пределу 

стремится вся дробь, пока не ясно. В таких случаях говорят, что 

имеет место неопределённость. Приведём примеры неопределён-

ностей: 













, 









0

0
, )(  , )0(  , )1(  , )0( 0 , )( 0 . 

Все другие выражения неопределенностями не являются и 

принимают вполне конкретное конечное или бесконечное значе-

ние, например, 

00  , 


0

1

0
. 

Раскрыть неопределённость – это значит вычислить предел, 

избавляясь от неопределённости с помощью преобразований, либо 

показать, что предел не существует. 

В примере 1 чтобы раскрыть неопределённость, надо разделить 

числитель и знаменатель дроби на x в наивысшей степени, встре-

чающейся в данном выражении, то есть на 2x . 

2

1

02

01

3
2

1
1

3
2

1
1

lim
32

1

lim
32

1
lim

2

22

2

22

2

2

2













































x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xxx
. 

В общем случае предел частного многочленов при x  ра-

вен: 
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.,

,,

,,0

...

...
lim

01
1

1

01
1

1

mn

mn
b

a

mn

bxbxbxb

axaxaxa

m

n

m
m

m
m

n
n

n
n

x
 

Это правило объясняется тем, что степенная функция данной 

степени растёт быстрее, чем любая степенная функция более 

низкой степени. И быстрее, чем сумма любого количества сте-

пенных функций более низкой степени. 

ПРИМЕР 2. Вычислить предел 
9

352
lim

2

2

3 



 x

xx

x
. 

6

7

3

12
lim

)3)(3(

)3)(5,0(2
lim

0

0

9

352
lim

332

2

3

























 x

x

xx

xx

x

xx

xxx
, 

здесь 0352 2  xx , 49)3(242542  acbD , 

a

Db
x

2
2,1


 , 5,0

4

75
1 


x , 3

4

75
2 


x , то есть 

)3)(5,0(2352 2  xxxx . 

В примере 2 числитель и знаменатель дроби разложили на 

множители, а затем сократили дробь на общий множитель )3( x . 

В результате неопределённость исчезла. 

ПРИМЕР 3. Вычислить предел 
16

35
lim

24 



 x

x

x
. 

  
 




















 35)16(

3535
lim

0

0

16

35
lim

2424 xx

xx

x

x

xx
 

   





















 0

0

35)16(

4
lim

35)16(

3)5(
lim

242

2

4 xx

x

xx

x

xx
 

    48

1

68

1

35)4(

1
lim

35)4)(4(

4
lim

44













 xxxxx

x

xx
. 

В примере 3 избавились от иррациональности с помощью умноже-

ния и числителя, и знаменателя дроби на сопряжённое выражение 

к выражению, содержащему иррациональность. 
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3. Некоторые теоремы о конечных пределах 

Теорема 1. Если функция )(xf  имеет конечный предел в точке 

a, то она ограничена в некоторой окрестности точки a. 

Теорема 2. Если Axf
ax




)(lim , то Axf
ax




)(lim . 

Теорема 3.   0)(lim)(lim 


AxfAxf
axax

. 

Теорема 4. Если Axf
ax




)(lim , то Rk  Akxfk
ax




))((lim . 

Теорема 5. Если 0)(lim 


xf
ax

, а функция )(xg  ограничена в не-

которой окрестности точки a, то   0)()(lim 


xgxf
ax

. 

 

4. Первый замечательный предел 

1
sin

lim
0


 x

x

x
, раскрывает неопределённость 









0

0
. 

ПРИМЕРЫ. 

1) 1
cos

sin
lim

0

0tg
lim

00














 xx

x

x

x

xx
. 

2) 
4

3

43

33sin
lim

0

0

4

3sin
lim

00
















 x

x

x

x

xx
. 

 

5. Второй замечательный предел 

e
x

x

x













1
1lim , раскрывает неопределённость )1(  . 

ПРИМЕР. 
























































































 97

)23(5
lim

97

)23(5)23(
97

5

5

97

232323

lim
97

5
1lim

97

5
1lim

97

5)97(
lim

97

47
lim

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

xee
x

xx

x

x

x

 

 
7

15

07

0359
7

2
35

lim
97

23
5

lim














































eeeee x

x

xx

x

xx

x

xx

. 
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6. Односторонние пределы 

Определение. Если значение функции )(xf  стремится к числу 

1A  ( 2A ), в то время как x стремится к числу a со стороны меньших 

значений, то есть слева (со стороны больших значений, то есть 

справа), то число 1A  ( 2A ) называют левосторонним (правосторон-

ним) пределом функции )(xf  в точке a: 

1
0

)0()(lim Aafxf
ax




, 2
0

)0()(lim Aafxf
ax




. 

Определение. Левосторонний и правосторонний пределы назы-

ваются односторонними пределами. 

Теорема 1. Axf
ax




)(lim    Aafaf  )0()0( . 

Теорема 2. Если хотя бы один из односторонних пределов 

)0( af  или )0( af  не существует, то )(lim xf
ax

 не существует. 

Теорема 3. Если Aaf  )0( , Baf  )0(  и BA  , то 

)(lim xf
ax

 не существует. 

 

7. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

Определение. Функция )(x  называется бесконечно малой в 

точке а (или при ax ), если 0)(lim 


x
ax
 . 

ПРИМЕР. 
x

x
1

)(   – бесконечно малая функция при x , 

так как 0
1

lim 
 xx

. 

Теорема 1. Если )(x  и )(x  бесконечно малые функции при 

ax , то функции )()( xx   , )()( xx   , )(xc  , constc   

также являются бесконечно малыми функциями при ax . 

Определение. Говорят, что функция )(x  является бесконечно 

малой более высокого порядка по сравнению с функцией )(x  при 

ax  , если 0
)(

)(
lim 
 x

x

ax 


. 

Определение. Если 
 )(

)(
lim

x

x

ax 


, то говорят, что функция )(x  

является бесконечно малой более низкого порядка по сравнению с 

функцией )(x  при ax  . 
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ПРИМЕР. Даны функции 3)2()(  xx , 2)(  xx . Найдём 

их пределы при 2x : 

0)2(lim)(lim 3

22



xx

xx
 , 0)2(lim)(lim

22



xx

xx
 , то есть )(x  и 

)(x  – бесконечно малые функции при 2x . 

Так как 0)2(lim
2

)2(
lim

)(

)(
lim 2

2

3

22








x

x

x

x

x

xxx 


, то 3)2( x  – 

бесконечно малая функция более высокого порядка, чем 2x  при 

2x . 

Определение. Если c
x

x

ax


 )(

)(
lim




, Rcc  ,0 , то функции )(x  

и )(x  называются бесконечно малыми одного порядка при ax  . 

Определение. Если 1
)(

)(
lim 
 x

x

ax 


, то функции )(x  и )(x  назы-

ваются эквивалентными бесконечно малыми при ax  , то есть 

)(x ~ )(x . 

Теорема 2. Если  ~ ,  ~   и 









ax
lim , то 














 axax
limlim . 

Данная теорема позволяет во многих случаях упрощать отыскание 

пределов. 

ПРИМЕР. Так как 1
sin

lim
0


 x

x

x
 и 1

tg
lim

0


 x

x

x
, то есть xsin ~ x , 

xtg ~ x , то 
3

5

3

5
lim

3tg

5sin
lim

0

2.Т

0


 x

x

x

x

xx
. 

Определение. Функция )(xf  называется бесконечно большой в 

точке a , если 


)(lim xf
ax

. 

ПРИМЕР. Функция 
3)2(

1




x
y  – бесконечно большая в точке 

2x , так как 
 0

1

)2(

1
lim

32 xx
. 

Теорема 3. Если )(xf  – бесконечно большая функция в точке 

а, то 
)(

1

xf
 – бесконечно малая функция в точке а; если )(x  – бес-

конечно малая функция в точке а и 0)( x  в некоторой проколо-
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той окрестности aU
0

 точки а, то функция 
)(

1

x
 – бесконечно 

большая функция в точке а. 

Теорема 4. Если )(xf  и )(xg  – бесконечно большие функции в 

точке а, то функции )()( xgxf  , )()( xgxf  , )(xfc  , constc   

также являются бесконечно большими в точке а. 

 

8. Некоторые замечательные пределы 

1. 1
sin

lim
0


 x

x

x
;    2. 1

sin
lim

0


 x

x

x
; 

3. 1
tg

lim
0


 x

x

x
;    4. 1

arcsin
lim

0


 x

x

x
; 

5. 1
arctg

lim
0


 x

x

x
;    6. e

x

x

x













1
1lim ; 

7. ex x

x




1

0
)1(lim ;   8. 1

1
lim

0




 x

ex

x
; 

9. a
x

a x

x
ln

1
lim

0





;   10. 1

)1ln(
lim

0




 x

x

x
; 

11. e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0





. 

 

 

§ 5. Непрерывность функции 

1. Понятие непрерывности функции. 

2. Точки разрыва. 

3. Основные свойства непрерывных функций. 

 

1. Понятие непрерывности функции 

Известно, что графиком, например, степенной функции явля-

ется кривая, «сплошная», «непрерывная» линия (эту линию мы ри-

суем, не отрываясь от бумаги – непрерывно). Дадим точное мате-

матическое понятие непрерывности. 

Определение. Функция )(xfy   называется непрерывной в 

точке 0x , если предел функции )(xfy   в точке 0x  равен значе-

нию функции в этой точке, то есть 
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х0 

у 

х х0 

у 

х х0 

у 

х 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




. 

Определение. Функция )(xfy   называется непрерывной на 

интервале );( ba , если она непрерывна в каждой точке этого интер-

вала. 

 

2. Точки разрыва 

Определение. Если функция )(xfy   не является непрерыв-

ной в точке 0x , то говорят, что в точке 0x  функция )(xf  разрывна, 

а точка 0x  называется точкой разрыва функции )(xf . 

Определение. Точка 0x  разрыва функции )(xfy   называется 

точкой разрыва первого рода, если существуют конечные одно-

сторонние пределы функции )(xf  в точке 0x , то есть Rxf  )0( 0 , 

Rxf  )0( 0  (рис. 1). 

Определение. Абсолютная величина )0()0( 00  xfxf  раз-

ности между односторонними пределами функции )(xfy   в точ-

ке 0x  называется скачком или разрывом функции. 

Определение. Точка 0x  разрыва первого рода функции 

)(xfy   называется точкой устранимого разрыва, если односто-

ронние пределы функции )(xf  в точке 0x  равны между собой, но 

не равны значению функции )(xf  в точке 0x , то есть 

)()0()0( 000 xfxfxf   (рис. 2). 

Чтобы устранить разрыв достаточно определить функцию 

)(xf  в точке 0x . 

Определение. Если хотя бы один из односторонних пределов 

функции )(xf  в точке 0x  равен   или не существует, то точка 0x  

называется точкой разрыва второго рода (рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

рис.1      рис. 2    рис. 3 
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ПРИМЕРЫ. 

1) Исследуем функцию 









1,2

,1,2

xx

xx
y  на непрерывность. 

Каждая из составных функций xyxy 2,2   являются непре-

рывными на всей числовой прямой. Вопрос о непрерывности вста-

ёт на границе перехода от одной функции к другой. Таким обра-

зом, следует рассмотреть граничную точку 10 x  и найти в ней од-

носторонние пределы. 

Rxyy
x

x
x







1limlim)01( 2

01
)1(
01

; 

Rxyy
x

x
x







22limlim)01(
01

)1(
01

. 

Следовательно, 10 x  – точка разрыва первого рода (рис. 4). 

Найдём скачок функции: 121)01()01(  yy . 

 

  
рис. 4      рис. 5 

 

2) Рассмотрим функцию xy tg . Для неё точки Zkkx  ,
2

0 


 – 

точки разрыва второго рода (рис. 5), так как  )0( 0xy , 

 )0( 0xy . 
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3. Основные свойства непрерывных функций 

Теорема 1. Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , 

то в данной точке непрерывны функции )()( xgxf  , )()( xgxf  , 

)(

)(

xg

xf
, если 0)( 0 xg . 

Теорема 2 (непрерывность сложной функции). Если функция 

)(ufy   непрерывна в точке 0u  и )(xu   непрерывна в точке 0x , 

причём )( 00 xu  , то сложная функция  )(xfy   непрерывна в 

точке 0x . 

Теорема 3. Если )(xf  – непрерывная функция, имеющая одно-

значную обратную функцию, то обратная функция также непре-

рывна. 

Теорема 4. Все основные элементарные функции непрерывны 

во всех точках области определения. 

Определение. Функция )(xfy   называется непрерывной в 

точке 0x  слева (справа), если )()(lim 0
00

xfxf
xx




 












)()(lim 0

00

xfxf
xx

. 

Определение. Функция )(xfy   называется непрерывной на 

отрезке ];[ ba , если она непрерывна на интервале );( ba  и в точке 

ax   непрерывна справа, в точке bx   непрерывна слева. 

Теорема 5. Функция )(xfy   является непрерывной в точке 

0x  тогда и только тогда, когда )()0()0( 000 xfxfxf  . 

Теорема 6 (о нуле непрерывной функции). Если функция 

)(xfy   непрерывна на отрезке ];[ ba  и на концах этого отрезка 

принимает значения разных знаков, то существует хотя бы одна 

точка ];[0 bax   такая, что 0)( 0 xf . 

Геометрический смысл теоремы 6: если функция принимает на 

концах отрезка значения разных знаков, то график этой функции 

пересекает ось Ox  внутри этого отрезка. 

Теорема 7. Если функция )(xfy   непрерывна на отрезке 

];[ ba , то она ограничена на нём. 
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§ 6. Производная функции одной переменной 

1. Понятие производной. 

2. Правила дифференцирования. Дифференцирование сложной, 

обратной функций. 

3. Таблица производных. 

4. Геометрический и физический смыслы производной. 

5. Производная неявной функции. 

6. Производная параметрически заданной функции. 

7. Логарифмическое дифференцирование. 

 

1. Понятие производной 

Рассмотрим функцию )(xfy  . Пусть функция )(xf  опреде-

лена на некотором интервале );( ba , 0x  и x  – два произвольных 

значения аргумента из этого интервала: );(0 bax  , );( bax . Обо-

значим xxx  0 , то есть xxx  0 . 

Определение. Говорят, что для перехода от значения аргумента 

0x  к значению х первоначальному значению придано приращение 

x . 

Определение. Приращением y  функции )(xfy  , соответ-

ствующим приращению x  аргумента х в точке 0x , называется 

разность )()( 00 xfxxfy  . 

Определение. Производной функции )(xfy   в точке 0x  назы-

вается предел отношения приращения y  функции в точке 0x  к 

приращению x  аргумента, когда приращение аргумента стремит-

ся к нулю, если этот предел существует. 

Обозначение: 

x

xfxxf

x

y
xfxy

xx 











)()(
limlim)()( 00

00
00 . 

Определение. Функция )(xfy   называется дифференцируе-

мой в точке 0x , если существует конечная производная данной 

функции в точке 0x . 

Определение. Операция нахождения производной называется 

дифференцированием. 
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Определение. Если существует левосторонний (правосторон-

ний) предел 
x

y

x 



 00
lim  













 x

y

x 00
lim , то он называется левосторон-

ней (правосторонней) производной функции )(xfy   в точке 0x , 

то есть 

)0( 0  xf =
x

y

x 



 00
lim  














 x

y
xf

x 00
0 lim)0( . 

Определение. Функция )(xfy  , дифференцируемая в каждой 

точке интервала );( ba , называется дифференцируемой на интерва-

ле );( ba . 

Определение. Функция )(xfy   называется дифференцируе-

мой на отрезке ];[ ba , если она дифференцируема на интервале 

);( ba  и в точке ax   существует правосторонняя производная, а в 

точке bx   – левосторонняя производная. 

 

2. Правила дифференцирования. 

 Дифференцирование сложной, обратной функций 

Теорема 1 (правила дифференцирования). Если функции 

)(xu  и )(xv  дифференцируемы в точке 0x , то в этой точке диф-

ференцируемы функции )()( xvxu  , )()( xvxu  , 
)(

)(

xv

xu
 при 0)( 0 xv , 

причём имеют место формулы: 

1) vuvu  )( ; 

2) vuvuvu  )( ; 

3) 
2v

vuvu

v

u 












. 

Следствия: 

1. Если constc  , то ucuc  )( . 

2. Если wvuy  , то wvuwvuwvuy  . 

Теорема 2 (дифференцирование сложной функции). Пусть 

функция )(xu   дифференцируема в точке 0x , а функция 

)(ufy   дифференцируема в соответствующей точке )( 00 xu  . 

Тогда сложная функция  )(xfy   дифференцируема в точке 0x , 

причём справедлива формула: 

)()()( 000 xufxy  . 



39 

Следствие. Теорема справедлива и в случае сложной функции, 

являющейся композицией трёх и более функций. 

Например, если функция )(xv   дифференцируема в точке 

0x , функция )(vu   дифференцируема в точке )( 00 xv  , функ-

ция )(ufy   дифференцируема в точке )( 00 vu  , то сложная 

функция  ))(( xfy   дифференцируема в точке 0x , причём 

)()()()( 0000 xvufxy   . 

Теорема 3 (дифференцирование обратной функции). Пусть 

функция )(xfy   непрерывна, строго монотонна на отрезке 

];[ ba  и дифференцируема в некоторой точке ];[0 bax  , причём 

0)( 0  xf . Тогда для обратной функции )(yx   в точке 

)( 00 xfy   существует производная, равная 
)(

1

0xf 
. 

 

3. Таблица производных 

 

1.   0)( c , constc   2.   1)( x  

3.   1)(  nn nxx  4.   
2

11

xx












 

5.    
x

x
2

1



 6.     aaa xx ln


 

7.     xx ee 


 8.    
ax

xa
ln

1
log 


 

9.    
x

x
1

ln 


 10. xx cos)(sin   

11. xx sin)(cos   12. 
x

x
2cos

1
)(tg   

13. 
x

x
2sin

1
)(ctg   14. 

21

1
)(arcsin

x
x


  

15. 
21

1
)(arccos

x
x


  16. 

21

1
)(arctg

x
x


  

17. 
21

1
)(arcctg

x
x
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Таблица производных содержит производные от основных 

элементарных функций. Все эти формулы получаются непосред-

ственно по определению производной, либо с помощью производ-

ной обратной функции. 

Зная эту таблицу и свойства производной, можно находить 

производные от более сложных функций, являющихся комбинаци-

ями элементарных функций. 

 

4. Геометрический и физический смыслы производной 

Пусть функция )(xfy   определена на интервале );( ba  и 

дифференцируема в точке );(0 bax  . 

Геометрический смысл производной: угловой коэффициент 

касательной в точке  )(; 000 xfxM  к графику функции )(xfy   

равен производной функции )(xf  в точке 0x , то есть: 

)( 0xfk  . 

Уравнение касательной к графику функции )(xfy   в точке 

 )(; 00 xfx  имеет вид 

)())(( 000 xfxxxfy  . 

Определение. Прямая, проходящая через точку кривой перпен-

дикулярно к касательной в этой точке, называется нормалью к кри-

вой в данной точке. 

Уравнение нормали в точке  )(; 00 xfx  при 0)( 0  xf  имеет 

вид 

)()(
)(

1
00

0

xfxx
xf

y 


 . 

ПРИМЕР. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 

xxy  2  в точке )2;1(0M . 

Так как 12  xy , то в точке )2;1(0M  (здесь 10 x , 2)( 0 xf ) 

получим 3112)1( y . Тогда уравнение касательной в точке 

0M  имеет вид: 

2)1(3  xy , 013  yx . 

Уравнение нормали в точке 0M  ( 03)( 0  xf ): 

2)1(
3

1
 xy , 073  yx . 
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Физический смысл производной: производная от пути по вре-

мени в точке t есть мгновенная скорость точки в момент времени 

t. 

Пусть )(tss   – закон движения материальной точки (движе-

ние прямолинейное), тогда 

)()( tstv  . 

Аналогично, производная от скорости по времени в точке t 

есть ускорение в момент времени t: 

)(tva  . 

ПРИМЕР. Пусть материальная точка движется по закону 

523  tts . Найти скорость точки через 3 секунды после начала 

движения. 

23)()( 2  ttstv . Тогда 25233)3( 2 v (м/с). 

 

5. Производная неявной функции 

Существуют функции, которые невозможно записать в явном 

виде. В этом случае возникает необходимость вычисления произ-

водной от неявной функции вида 0);( yxF , то есть функции, за-

данной уравнением, в котором y явно не выражен через х. 

Общей формулы для производной неявной функции не суще-

ствует. Рассмотрим два правила для вычисления производной не-

явной функции. 

Правило 1. Для вычисления производной неявной функции 

надо продифференцировать обе части уравнения, задающего эту 

функцию, считая при этом, что y зависит от х. Затем из полученно-

го после дифференцирования уравнения надо выразить y . 

ПРИМЕР. Найти y, если 16cos5)sin( 2  xyxy . 

Продифференцируем обе части этого уравнения, считая, что 

)(xyy  : 

6)6sin(5))(()cos( 222  xyxyxyxy , 

xyxxyyxy 6sin30)2()cos( 22  , 

xyxyxyxxyy 6sin30)cos()cos(2 222  , 

xyxxyyxxy 6sin30)cos(2))cos(1( 222  , 

)cos(1

6sin30)cos(2
22

2

yxx

xyxxy
y




 . 
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Правило 2. Для вычисления производной y  неявной функции 

0);( yxF  надо продифференцировать левую часть уравнения 

);( yxF  сначала только по переменной х, при этом считая у посто-

янной (числом), – получим xF  , а затем только по у, считая х посто-

янной (числом), – получим yF  . Тогда производная y  неявной 

функции равна 

y

x

F

F
y




 . 

ПРИМЕР. Найти y, если 16cos5)sin( 2  xyxy . 

Приведём данное равенство к виду 0);( yxF . Для этого пере-

несём правую часть влево, получим 

016cos5)sin( 2  xyxy . 

Следовательно, 16cos5)sin();( 2  xyxyyxF . 

Продифференцируем левую часть );( yxF : 

по х (у – число): 6)6sin(52)cos( 2  xxyyxFx , 

по у (х  – число): 22 )cos(1 xyxFy  , 

тогда по формуле получим 

)cos(1

6sin30)cos(2

)cos(1

6sin30)cos(2
22

2

22

2

yxx

xyxxy

yxx

xyxxy
y









 . 

 

6. Производная параметрически заданной функции 

Пусть функция )(xfy   задана параметрически уравнениями 









).;(),(

),(

ttyy

txx
 

Тогда её производная вычисляется по формуле 

t

t
x

x

y
y




 . 

ПРИМЕР. Найти производную функции 








.sin2

,cos2

ty

tx
 

Так как ttxt sin2)cos2(  , 

  ttyt cos2)sin2(  , то получим 

t
t

t

x

y
y

t

t
x ctg

sin2

cos2








 . 
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7. Логарифмическое дифференцирование 

Определение. Логарифмическим дифференцированием назы-

вают приём дифференцирования, при котором производная от за-

данной функции отыскивается с помощью производной от её лога-

рифма. 

Это значит, что если дана функция )(xfy  , то для нахожде-

ния её производной сначала логарифмируют эту функцию: 

)(lnln xfy  , 

при этом применяют все возможные свойства логарифмов. А затем 

дифференцируют полученное равенство: 

])([ln 


xf
y

y
, 

откуда выражают производную y : 

])([ln  xfyy . 

ПРИМЕР. Рассмотрим показательно-степенную функцию 
x

xx

xx
y

3

2

6 4sin

















 . Прологарифмируем её: 

x

xx

xx
y

3

2

6 4sin
lnln


















 . 

В силу свойств логарифма, упростим правую часть полученно-

го равенства: 

 



































 26

2

6
3

2

6

ln)4sinln(3
4sin

ln3
4sin

ln xxxxx
xx

xx
x

xx

xx
x

  5,026 )ln(4sinlnln3 xxxxx  

 )ln(5,04sinlnln63 2xxxxx  . 

Получим  )ln(5,04sinlnln63ln 2xxxxxy  . 

Продифференцируем последнее равенство: 

 


)ln(5,04sinlnln6)3( 2xxxxx
y

y
 

  )ln(5,04sinlnln63 2xxxxx , 

 


)ln(5,04sinlnln63 2xxxx
y

y
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 )21(

1
5,044cos

4sin

16
3

2
x

xx
x

xx
x , 

)1(2

)21(3
4ctg1218)ln(5,14sinln3ln18 2

x

x
xxxxxx

y

y







. 

Выразим y : 















)1(2

)21(3
4ctg1218)ln(5,14sinln3ln18 2

x

x
xxxxxxyy , 

где 

x

xx

xx
y

3

2

6 4sin

















 . 

 

 

§ 7. Производные высших порядков 

функции одной переменной 

1. Производные высших порядков. 

2. Производные высших порядков от неявной функции. 

3. Производные высших порядков от параметрически заданной 

функции. 

 

1. Производные высших порядков 

Определение. Пусть функция )(xfy   имеет производную в 

каждой точке некоторого промежутка. Тогда )(xf   является функ-

цией переменной х. Если эта функция )(xf   имеет производную в 

некоторой точке х, то эту производную ))((  xf  называют второй 

производной функции )(xf  и обозначают )(xf  : 

))(()(  xfxf . 

Аналогично определяется третья производная: 

))(()(  xfxf . 

Определение. Производной n-го порядка называется первая 

производная от производной  )1( n -го порядка данной функции и 

обозначается    )()( )1()( xfxf nn . 

Определение. Производные порядка 2n  называются произ-

водными высших порядков. 
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ПРИМЕРЫ. 

1) Для функции 22 3  xy x  имеем 232ln2 xy x  , 

xy x 62ln2 2  , 62ln2 3  xy , 2ln2 4IV xy  , 2ln2 5V xy   и 

т.д. 

2) Для mxy   имеем nmn xnmmmmy  )1()2)(1()(  . 

3) Для функции xy sin  имеем 








2

sin)( 
nxy n . 

4) Для функции xy cos  имеем 








2

cos)( 
nxy n . 

5) xay  , aay nxn ln)(  . 

Справедливы формулы: 

1) )()()()( nnn vuvu  . 

2) формула Лейбница: 

  vuCvuCvuvu n
n

n
n

nn )2(2)1(1)()()(  
)()3(3 nn

n vuvuC    , 

где )(
)!(!

!
nk

knk

n
C k

n 


  – сочетания, где 10 nC  (по определе-

нию). 

Механический смысл второй производной: вторая производная 

от пути по времени, как производная от скорости, есть скорость 

изменения скорости, то есть ускорение: 

)(tsva  . 

 

2. Производные высших порядков от неявной функции 

Производные высших порядков от неявной функции вычисля-

ются последовательным дифференцированием обеих частей урав-

нения, задающего неявную функцию. 

ПРИМЕР. Найти y   от неявной функции 422  yx . 

Продифференцируем обе части уравнения: 

022  yyx , 

выразим y : 

y

x
y  . 

Продифференцируем обе части полученного уравнения: 
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22 y

yxy

y

yxyx
y





 , 

подставим найденную первую производную y: 

2y

y

x
xy

y










 , 
2

2

y

y

x
y

y



 , 
3

22

2

22

y

xy

y

y

xy

y






 , 

3

4

y
y   (так как 422  yx ). 

Запишем вторую производную в виде 34  yy . Тогда третья 

производная равна 

yyy  4)3(4 , 

5

4 12
12

y

x

y

x
yy 








  . 

 

3. Производные высших порядков от параметрически за-

данной функции 

Пусть функция )(xfy   задана параметрическими уравнения-

ми 








).(

),(

tyy

txx
 

Её первая производная, как известно, вычисляется по формуле 

t

t
x

x

y
y




 . 

Тогда её вторая производная, согласно определению, определяется 

следующим образом: 

t

tx
xxxx

x

y
yy






)(
)( . 

Аналогично находятся производные более высокого порядка: 

t

txx
xxxxxx

x

y
yy






)(
)(  и т.д. 

ПРИМЕР. Найти вторую производную от функции 








.sin2

,cos2

ty

tx
 

t
t

t

t

t

x

y
y

t

t

t

t
x ctg

sin2

cos2

)cos2(

)sin2(













 , 
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tt

t

x

t
ty

t

t
xxx 3

2

sin2

1

sin2

sin

1

)ctg(
)ctg( 







 . 

 

 

§ 8. Дифференциал функции одной переменной 

1. Понятие дифференциала функции. 

2. Применение дифференциала для приближённых вычисле-

ний. 

3. Дифференциалы высших порядков. 

 

1. Понятие дифференциала функции 

Определение. Если функция )(xfy   дифференцируема в точ-

ке х, то функция xxf  )( , зависящая от x , называется дифферен-

циалом функции )(xfy   и обозначается )(xdf  или dy , то есть 

xxfdy  )( . 

В частности, если взять функцию xy  , то xxxdx  )( , 

поэтому 

dxxfdy )( . 

Таким образом, для получения дифференциала надо умножить 

производную функции на дифференциал независимой переменной 

dx . 

С помощью определения дифференциала легко можно полу-

чить основные свойства дифференциала и таблицу дифференциа-

лов. 

Например, 

1) dvduvud  )( , 

2) dxnxdx nn 1 , 

3) 
x

dx
xd

2cos
)(tg  . 

Форма записи дифференциала не зависит от того, является ли 

переменная х независимой или же является функцией другой пере-

менной. Это свойство дифференциала называют инвариантностью 

его формы. 
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2. Применение дифференциала для приближённых вычис-

лений 

Для малых || x  имеет место 

dyy  , то есть xyy  . 

Полученное равенство широко применяется в вычислительной 

практике, так как дифференциал найти обычно значительно проще, 

чем приращение функции. 

ПРИМЕР. Ребро куба длиной 20 см увеличено на 0,1 см. Опре-

делить величину изменения объёма куба. 

Пусть х – ребро куба, тогда 3xV   – объём куба. Применим 

формулу xVV  , здесь 20x , 1,0x , 23xV  , тогда 

1201,040031,02033 22  xxV  (см
3
). 

С помощью замены приращения функции её дифференциалом 

решается задача нахождения приближённого значения функции 

)( xxf   по её значению )(xf : 

xxfxfxxf  )()()( . 

Замечания. 

1) Если nxy  , то xnxxxx nnn  1)( . 

В частности, при 1x  получим xnx n  1)1( , откуда имеем 

следующие приближённые формулы: 

x
x




1
1

1
,   x

x



1

1

1
; 

x
x




21
)1(

1
2

, x
x




21
)1(

1
2

; 

xx 
2

1
11 ,  xx 

2

1
11 ; 

x
x


 2

1
1

1

1
,  x

x


 2

1
1

1

1
. 

2) Если ,...3,2,  mxy m , то x
x

x

m
xxx

m
mm 

1
. 

В частности, при 1x  получим 
m

x
xm 

 11 . 

3) Если xy ln , то 
x

x
xxx


 ln)ln( . 

В частности, при 1x  получим xx  )1ln( . 



49 

ПРИМЕР. Вычислить 02,16 . 

Рассмотрим функцию xy  , тогда 
x

xy
2

1
)(  . 

Применим формулу xxyxyxxy  )()()(  

Запишем 16,02=16+0,02, то есть примем 16x , 02,0x . 

Итак, получим 

.0025,40025,0402,0
8

1
4

02,0
42

1
402,0

162

1
16)16()16(02,16






 xyy

 

По калькулятору 02,16 =4,00249922. 

 

3. Дифференциалы высших порядков 

Определение. Дифференциал от дифференциала функции 

)(xfy   называется вторым дифференциалом (или дифференциа-

лом второго порядка) функции )(xf  в точке х и обозначается yd 2 : 

)(2 dydyd  . 

Имеет место формула 
22 )( dxxfyd  . 

Аналогично, дифференциал n-го порядка yd n  функции 

)(xfy   определяется следующим образом: 
nnnn dxxfyddyd   )()( )(1 . 

Замечания. 

1) Второй и последующие дифференциалы не обладают свойством 

инвариантности формы. 

2) Если для сложной функции )(xfy  , )(tx   аргумент х явля-

ется линейной функцией независимой переменной t, то есть 

battx  )( , то свойство инвариантности для дифференциалов 

высших порядков сохраняется. 
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§ 9. Правило Лопиталя 

Теорема (правило Лопиталя). Пусть функции )(xf  и )(xg  

удовлетворяют условиям: 

1) они определены и дифференцируемы в некоторой проколотой 

окрестности aU
0

 точки а ( Ra , a , a  или a ), при-

чём 0)(  xg  aUx
0

 ; 

2) 0)(lim 


xf
ax

, 0)(lim 


xg
ax

 или 


)(lim xf
ax

, 


)(lim xg
ax

 (здесь 

может быть также   или  ); 

3) существует (конечный или бесконечный) предел 

k
xg

xf

ax






 )(

)(
lim . 

Тогда существует предел отношения функций )(xf  и )(xg , 

равный k , то есть 

k
xg

xf

xg

xf

axax







 )(

)(
lim

)(

)(
lim . 

Замечание. Если отношение производных опять представляет 

собой неопределённость вида 








0

0
, 












, то можно снова приме-

нить правило Лопиталя, то есть перейти к отношению вторых про-

изводных и т.д. 

ПРИМЕРЫ. 

1) 
3

2

3cos3

2cos2
lim

)3(sin

)2(sin
lim

0

0

3sin

2sin
lim

00

П.Л.

0
















 x

x

x

x

x

x

xxx
. 

2) 
П.Л.

23

2
П.Л.

3

2

3

22
lim

)1(

)2(
lim

1

2
lim 







































 x

x

x

xx

x

xx

xxx
 

0
2

6

2
lim

)3(

)22(
lim

2










 xx

x

xx
. 

Правило Лопиталя позволяет раскрывать неопределённости 

типа 








0

0
 и 












. Неопределённости других типов, например, 

)0(  , )(  , ( 1 ), ( 00 ), ( 0 ), можно с помощью алгебраических 

преобразований или логарифмирования привести к этим двум ос-

новным неопределённостям. 
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Рассмотрим эти случаи. 

1) )0(  : пусть 0)(lim 


xf
ax

, 


)(lim xg
ax

, тогда запишем 











 0

0

)(

1

)(
lim)()(lim

xg

xf
xgxf

axax
 или 
















)(

1

)(
lim)()(lim

xf

xg
xgxf

axax
. 

ПРИМЕР. 

.0)(lim

1

1
lim

1

1

lim
1

ln
lim)0(lnlim

0

2

0

2

0

П.Л.

00










































x

x

x

x

x

x

x
xx

x

xxxx  

 

2) )(  : пусть 


)(lim xf
ax

, 


)(lim xg
ax

, тогда рассмот-

рим 
















 0

0

)(

1

)(

1

)(

1

)(

1

lim

)(

1

1

)(

1

1
lim)()(lim

xgxf

xfxg

xgxf

xgxf
axaxax

. 

ПРИМЕР. 




























 xxx

x

xx

xx

xx xxx cossin

cos1
lim

0

0

sin

sin
lim)(

1

sin

1
lim

0

П.Л.

00
 

.0
02

0

sincos2

sin
lim

)sin(coscos

sin
lim

0

0

00

П.Л.




















 xxx

x

xxxx

x

xx
 

 

3) ( 1 ), ( 00 ), ( 0 ): каждая из этих неопределённостей имеет 

вид 
)()]([lim xg

ax
xf


. 

Запишем )(ln)()](ln[)( )(

)]([ xfxgxfxg eexf
xg  . 

Тогда все указанные неопределённости будут приведены к неопре-

делённостям вида )0(  . 

 

 

 



52 

ПРИМЕРЫ. 

1)  

















 1

1

limП.Л.0

0

1

ln
limln

1

1

1

1

1

1

11lim)1(lim

x

x

x
x

x

x

x

x

xx eeeex  

.
11

)
1

(lim
1

e
ee xx  


  

2) 








)1ln(
1

)1ln(0

1

2
2

1

2

limlim)()1(lim
x

x

x

x

x

x

x
eex

x
 






















 1

1

1
2

lim
П.Л.)1ln(

lim
)0(

)1ln(
1

lim
22

2 x
x

x

x
x

x xxx eeeee  

10

1

2

2
lim

П.Л.

1

2
lim

2
 














  eeeee xx

x

xx . 

 

 

§ 10. Приложение производной 

к исследованию функции одной переменной 

1. Возрастание и убывание функции. Точки экстремума. 

2. Нахождение наибольшего и наименьшего значений непре-

рывной функции на отрезке. 

3. Интервалы выпуклости и вогнутости графика функции. Точ-

ки перегиба. 

4. Асимптоты графика функции. 

5. Исследование функции и построение графика. 

 

1. Возрастание и убывание функции. Точки экстремума 

Пусть функция )(xfy   определена и непрерывна на проме-

жутке  ba;  и дифференцируема на );( ba . 

Теорема 1 (признак постоянства функции на промежутке). 

Функция )(xf  является постоянной на );( ba  тогда и только то-

гда, когда выполнено равенство 0)(  xf  на );( ba . 

Теорема 2 (признак возрастания и убывания функции). 

Функция )(xf  возрастает (убывает) на );( ba  тогда и только то-

гда, когда 0)(  xf  ( 0)(  xf ) на );( ba . 
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Пусть );(0 bax  . 

Определение. Точка 0x  называется точкой максимума (точкой 

минимума) функции )(xf , если в некоторой проколотой окрестно-

сти точки 0x  выполняется неравенство )()( 0xfxf   

( )()( 0xfxf  ). Значение )( 0xf  в этом случае называется макси-

мумом (минимумом) функции )(xf . 

 
 

Определение. Точка максимума и точка минимума объединя-

ются общим названием точки экстремума. Максимум и минимум 

функции называются экстремумами функции. 

Понятие экстремума связано с определённой окрестностью из 

области определения функции, поэтому функция может иметь экс-

тремум лишь во внутренних точках области определения. 

Теорема 3 (необходимое условие экстремума). Если 0x  явля-

ется точкой экстремума дифференцируемой функции )(xfy  , 

то в этой точке производная равна нулю: 0)( 0  xf . 

Определение. Стационарными точками функции )(xfy   

называют точки, в которых производная )(xf   обращается в нуль: 

0)(  xf    х – стационарная точка. 

Определение. Критическими точками функции )(xfy   

называют точки, в которых либо 0)(  xf , либо  )(xf , либо 

производная не существует. 

Теорема 4 (первый достаточный признак экстремума). Если 

производная )(xf   меняет знак при переходе через точку 0x , то 0x  

является точкой экстремума. Если при этом знак )(xf   меняется 

с «+» на «–», то 0x  является точкой максимума, если же знак 

)(xf   меняется с «–» на «+», то 0x  является точкой минимума. 

)(xfy   

х0 

)( 0xf  
max 

)(xfy   

min 

х0 

)( 0xf  

х х 

у у 
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Если производная не меняет знака при переходе через точку 0x , то 

точка 0x  не является точкой экстремума. 

ПРИМЕР. Функция )(xfy   за-

дана на отрезке ];[ ba . Укажите коли-

чество точек экстремума функции, ес-

ли график её производной имеет вид 

(см. рис.): 

 

График производной )(xf   пересекает ось Ох в двух точках, 

при переходе через которые меняет свой знак, следовательно, по 

первому достаточному признаку экстремума эти две точки являют-

ся точками экстремума. 

Теорема 5 (второй достаточный признак экстремума). Если 

в стационарной точке 0x  функция )(xfy   имеет конечную вто-

рую производную, отличную от нуля, то точка 0x  есть точка 

экстремума: точка максимума при 0)( 0  xf , точка минимума 

при 0)( 0  xf . 

Замечание. При 0)()( 00  xfxf  следует использовать пер-

вый признак экстремума. 

Правило исследования функции на экстремум: 

1) найти )(xf   и критические точки функции; 

2) найденные критические точки исследовать по достаточным при-

знакам экстремума функции. 

ПРИМЕР. Найти промежутки монотонности и точки экстре-

мума функции 16
2

5

3

1 23  xxxy . 

Найдём производную функции: 652  xxy . Она определе-

на на всей числовой прямой. 

Критические точки найдём из уравнения 0y  или 

0652  xx . Решая квадратное уравнение, получим две критиче-

ские точки: 3,2 21  xx . 

Эти точки разбивают область определения функции y  на три 

интервала, в каждом из которых отметим знаки производной y : 

 

 

 

)(xf   

b а х 

у 

2 3 

+ + – 

х 

y  
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Тогда функция возрастает ( 0y ) на интервале 

);3()2;(   и убывает ( 0y ) на интервале )3;2( . 

Согласно знакам производной, по первому достаточному при-

знаку экстремума имеем: 

2x  – точка максимума, 3x  – точка минимума. 

Применим второй достаточный признак экстремума. Для этого 

найдём вторую производную функции: 52)65( 2  xxxy . 

Стационарными точками являются точки 3,2 21  xx . Так как 

01)2( y , то 2x  является точкой максимума; так как 

01)3( y , то 3x  – точка минимума. 

Найдём экстремумы функции: 

3

17
)2(max  fy , 

2

11
)3(min  fy . 

 

2. Нахождение наибольшего и наименьшего значений не-

прерывной функции на отрезке 

Правило нахождения наибольшего и наименьшего значений 

функции )(xf  на отрезке ];[ ba : 

1) найти критические точки функции на отрезке ];[ ba ; 

2) вычислить значения функции в найденных критических точках; 

3) вычислить значения функции на концах отрезка, то есть в точках 

ax  , bx  ; 

4) среди всех вычисленных значений функции выбрать наибольшее 

и наименьшее. 

ПРИМЕР. Найти наибольшее значение функции 
2

2 xey   на 

[0;1]. 

Находим критические точки: xey x 22
2

 , 0y , откуда в 

силу 0
2

xe  имеем 0x . Рассмотрим 22)0( 0  ey , 

4,522)1( 1  eey . 

Таким образом, 2)0(  yyнаиб . 
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3. Интервалы выпуклости и вогнутости графика функции. 

Точки перегиба 

Определение. График функции )(xfy   называется выпуклым 

(вогнутым) на интервале );( ba , если он расположен ниже (выше) 

любой касательной на интервале );( ba . 

 
Определение. Точка графика функции, при переходе через ко-

торую выпуклость графика функции сменяется на вогнутость, или 

наоборот, называется точкой перегиба. 

Теорема 1 (признак выпуклости и вогнутости графика 

функции). График функции )(xf  является выпуклым (вогнутым) 

на );( ba  тогда и только тогда, когда 0)(  xf  ( 0)(  xf ) на 

);( ba . 

Теорема 2 (достаточный признак точки перегиба). Если 

)(xf   функции )(xfy   обращается в точке 0x  в нуль и меняет 

знак при переходе через эту точку, то точка ))(;( 00 xfx  графика 

данной функции является точкой перегиба. 

ПРИМЕР. Исследовать на точки перегиба функцию 

633  xxy . 

Найдём производные 33 2  xy , xy 6 . Тогда 0y  при 

0x . 

 
 

График функции является выпуклым ( 0y ) на )0;(  и во-

гнутым ( 0y ) на );0(  . 

Точка перегиба – это точка )6;0( . 

 

4. Асимптоты графика функции 

Определение. Прямая l называется асимптотой графика 

функции )(xfy  , если расстояние от точки графика до прямой l 

a b a b х0 х х х 

у 

)(xfy   

)(xfy   

)(xfy   

0 

– + y   

х 

у у 
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стремится к нулю при неограниченном удалении этой точки от 

начала координат. 

Возможны случаи вертикальной и наклонной асимптот. 

1. Вертикальные асимптоты: 0xx  . 

Для отыскания вертикальных асимптот достаточно найти те 

значения 0x , в которых хотя бы один из односторонних пределов 

функции равен  . Обычно это точки разрыва второго рода. 

2. Наклонные асимптоты: bkxy  , Rbk , , где 

 
x

xf
k

x

)(
lim


 , (1) 

  kxxfb
x




)(lim . (2) 

Если хотя бы один из пределов (1) или (2) не существует или 

равен  , то график функции )(xfy   при x  ( x ) 

наклонных асимптот не имеет. 

При 0k  асимптота называется горизонтальной: by  . 

ПРИМЕР. Найти асимптоты графика функции 
x

x
y

3

)5( 2
 . 

Так как }0{\)( RyD  , то 0x  – точка разрыва. Найдём одно-

сторонние пределы в этой точке: 













 0

25

)00(3

)500(

3

)5(
limlim

22

0000 x

x
y

xx
, 










 0

25

)00(3

)500(

3

)5(
limlim

22

0000 x

x
y

xx
, 

значит, 0x  – вертикальная асимптота. 

Рассмотрим пределы 

3

1

3

)5(
lim

)(
lim

2

2





 x

x

x

xf
k

xx
, 

  




















 x

xx
x

x

x
kxxfb

xxx 3

)5(
lim

3

1

3

)5(
lim)(lim

222

 

3

10

3

2510
lim 




 x

x

x
. 

Следовательно, 
3

10

3

1
 xy  – наклонная асимптота при 

x  и x . 
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5. Исследование функции и построение графика 

Исследование функции целесообразно вести в определённой 

последовательности. 

1) Найти область определения функции. 

2) Найти точки пересечения графика с осями координат. 

3) Найти интервалы знакопостоянства функции (промежутки, 

на которых 0)( xf  или 0)( xf ). 

4) Исследовать функцию на чётность и нечётность; на перио-

дичность. 

5) Исследовать функцию на непрерывность, найти точки раз-

рыва и выяснить характер разрывов. 

6) Найти промежутки монотонности функции. 

7) Найти экстремумы функции. 

8) Найти промежутки выпуклости и вогнутости графика функ-

ции. Найти точки перегиба. 

9) Найти асимптоты графика функции. 

Используя результаты исследования, построить график функ-

ции. 

ПРИМЕР. Исследовать функцию 5
2

)1( 2







x

x
y  и построить её 

график. 

1) Область определения }2{\)( RyD  . 

2) Точки пересечения графика с осями координат. 

Если 0y , то 05
2

)1( 2






x

x
, то есть 0

2

105)1( 2






x

xx
, 

0
2

105122






x

xxx
, 0

2

1132






x

xx
. Откуда имеем 

01132  xx , 02 x . Квадратное уравнение 01132  xx  не 

имеет действительных корней ( 0351149 D ), следова-

тельно, график функции с осью Ox  не пересекается. 

Если 0x , то 5,55
2

1



y , то есть точка  5,5;0 A  явля-

ется точкой пересечения графика функции с осью Оу. 

3) Интервалы знакопостоянства функции. 
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Решим неравенство 0y  )0( y , то есть 05
2

)1( 2






x

x
 



















05

2

)1( 2

x

x
 или 0

2

1132






x

xx
 


















0

2

1132

x

xx
. 

 
 

Получим 0y  при )2;(x , 0y  при );2( x . 

4) Проверим функцию на чётность (должно выполняться равенство 

)()( xyxy  ) и нечётность (должно выполняться равенство 

)()( xyxy  ): 

)(5
2

)1(
)(

2

xy
x

x
xy 




 , )()( xyxy  , 

следовательно, функция не является ни чётной, ни нечётной. 

Функция непериодическая. 

5) Функция непрерывна на области определения )(yD , при этом 

2x  является точкой разрыва: 






























55

0

9
5

202

)102(
5

2

)1(
limlim

22

0202 x

x
y

xx
, 



























55

0

9
5

202

)102(
5

2

)1(
limlim

22

0202 x

x
y

xx
. 

Таким образом, 2x  – точка разрыва второго рода. 

6) Для определения промежутков монотонности функции найдём 

её производную: 


























2

22

)2(

)1()2)(1(2
5

2

)1(

x

xxx

x

x
y  

.
)2(

)5)(1(

)2(

)142)(1(
22 









x

xx

x

xxx
 

Тогда 0)(  xy  при 5,1 21  xx , причём  )(xy  при 23 x . 

Следовательно, 5,1 21  xx , 23 x  – это критические точки 

функции. Они разбивают область определения производной )(xy  

на 4 интервала, в каждом из которых отметим её знаки: 

 

2 

– + 
y 

х 
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Согласно признаку возрастания и убывания функции, данная 

функция y возрастает на интервале );5()1;(  , так как 

0)(  xy ; функция убывает на интервале )5;2()2;1(  , так как 

0)(  xy . 

7) Согласно первому достаточному признаку экстремума функции 

получим: 

1x  – точка максимума, 5)1(max  yy  – максимум функции; 

5x  – точка минимума, 7)5(min  yy  – минимум функции. 

8) Найдём вторую производную: 

























4

22

2

2

)2(

)2(2)54()2)(42(

)2(

54
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x

xxxxx

x

xx
yy  

.
)2(

18

)2(

1082882
33

22









xx

xxxx
 

Отметим знаки второй производной: 

 
График функции выпуклый ( 0y ) на интервале )2;( ; гра-

фик функции вогнутый ( 0y ) на интервале );2(  . 

Вторая производная )(xy   меняет свой знак при переходе через 

точку 2x , но в этой точке функция не определена, следователь-

но, точек перегиба нет. 

9) Из пункта 5) следует, что 2x  – вертикальная асимптота. 

Для наклонной асимптоты вычислим пределы: 

П.Л.

2
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2

113
lim

)2(

113
lim

)(
lim 
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П.Л.
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Следовательно, 1 xy  – наклонная асимптота. 

По результатам исследования функции построим график функ-

ции 5
2

)1( 2







x

x
y . 

 
 

 

§ 11. Формула Тейлора для функции одной переменной 

Теорема. Пусть функция )(xfy   определена на интервале 

);( ba  и имеет производные до )1( n -го порядка включительно. 

Тогда для );( bax  и фиксированной точки );(0 bax   найдётся 

такая точка ];[ 0 xxc , что справедлива формула: 

 

.)(
)!1(

)(
)(

!

)(

)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

1
0

)1(

0
0

)(

2
0

0
0

0
0

















n
n

n
n

xx
n

cf
xx

n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf 

 (1) 

Формула (1) называется формулой Тейлора, а последнее слага-

емое этой формулы называют остаточным членом формулы Тей-

лора в форме Лагранжа: 

1
0

)1(

)(
)!1(

)(
)( 






 n
n

n xx
n

cf
xr . 

При 00 x  формулу Тейлора называют формулой Маклорена: 

 1
)1()(

2

)!1(

)(

!

)0(

!2

)0(

!1

)0(
)0()( 










 n

n
n

n

x
n

cf
x

n

f
x

f
x

f
fxf  .  (2) 
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Запишем разложение некоторых элементарных функций по 

формуле Маклорена (2), отбросив остаточный член: 

1) xexf )( : 

!!2!1
1

2

n

xxx
e

n
x   ; 

2) xaxf )( : 

n
n

x x
n

a
x

a
x

a
a

!

ln

!2

ln

!1

ln
1 2

2

  ; 

3) xxf sin)(  : 

)!12(
)1(

!7!5!3
sin

12753






n

xxxx
xx

n
n , Rx ; 

4) xxf cos)(  : 

)!2(
)1(

!6!4!2
1cos

2642

n

xxxx
x

n
n  , Rx ; 

5) )1ln()( xxf  : 

n

xxxx
xx

n
n 1

432

)1(
432

)1ln(   , ]1;1(x ; 

6) mxxf )1()(  : 







 32

!3

)2)(1(

!2

)1(

!1
1)1( x

mmm
x

mm
x

m
x m  

nx
n

nmmm

!

)1()1( 



, )1;1(x . 

Формула Тейлора является основой приближённых вычисле-

ний. Она находит применение также при вычислении пределов. 

ПРИМЕР. Найти 
xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


 (в приближении до третьего 

порядка). 

Запишем разложение по формуле Маклорена следующих 

функций (ограничимся приближением до третьего порядка): 

62
1

32 xx
xex  ,  

62
1

32 xx
xe x  ,  

6
sin

3x
xx  . 

Тогда получим 
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§ 12. Функции нескольких переменных 

1. Определение функции нескольких переменных. 

2. График функции двух переменных. Линии уровня. 

3. Частные производные функции нескольких переменных. 

4. Производная сложной функции нескольких переменных. 

5. Дифференцирование неявной функции нескольких перемен-

ных. 

6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

7. Производная по данному направлению. Градиент. 

8. Частные производные высших порядков функции несколь-

ких переменных. 

9. Дифференциал функции нескольких переменных. 

 

Понятие функции одной переменной не охватывает все зави-

симости, существующие в природе. Поэтому естественно расши-

рить понятие функциональной зависимости и ввести понятие 

функции нескольких переменных. 

Ограничимся рассмотрением функции двух переменных, так 

как все важнейшие факты теории функции нескольких переменных 

наблюдаются уже на функциях двух переменных. Распространение 

определений и полученных результатов на функции нескольких 

переменных представляет собой, как правило, лишь технические 

трудности. 
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1. Определение функции нескольких переменных 

Определение. Переменная z называется функцией независимых 

переменных x и y, если любой паре ),( yx  ставится в соответствие 

по некоторому правилу или закону единственное значение z. 

Обозначение: ),( yxfz  . 

При этом множество G всех пар значений x и y, которые могут 

принимать переменные x и y, называется областью определения 

функции z. 

Переменные x и y называются аргументами функции z. 

Множество всех значений, принимаемых z в области опреде-

ления, называется областью значений функции z. 

Областью определения функции двух переменных может быть 

вся плоскость Oxy  или её часть. 

Аналогично, областью определения функции трёх переменных 

является всё пространство Oxyz  или его часть. 

Способы задания функции нескольких переменных, как и в 

случае функции одно переменной, различны. Наиболее важным 

способом является аналитический способ задания, когда функция 

задаётся с помощью формулы. 

 

2. График функции двух переменных. Линии уровня 

Определение. Графиком функции двух переменных ),( yxfz  , 

определённой в некоторой области G, называется множество точек 

),,( zyx  пространства, у которых Gyx ),(  и ),( yxfz  . 

Геометрически графиком функции ),( yxfz   является некото-

рая поверхность. 

ПРИМЕРЫ. 

1) Графиком функции yxz 1  является плоскость: 

01:  zyx , )(ABC . 

2) Графиком функции 
94

22 yx
z   является эллиптический парабо-

лоид. 

 

 

 

 

 

 

y 

х 

z 

y 

А 
B 

C 

 

x 

z 



65 

Однако построение графиков функции двух переменных в 

большинстве случаев представляет значительные трудности. В та-

ких случаях удобно геометрически описывать функции двух пере-

менных, не выходя в трёхмерное пространство. Средством такого 

описания являются линии уровня. 

Определение. Линией уровня функции двух переменных 

),( yxfz   называется множество точек ),( yx , для которых функ-

ция сохраняет какое-либо постоянное значение, то есть cyxf ),( , 

constc  , 0c . 

Придавая c различные значения, получим целое семейство ли-

ний уровня. Это семейство наглядно описывает функцию 

),( yxfz  . 

ПРИМЕР. Построим линии уровня поверхности 22 yxz  . 

Пересечём поверхность 22 yxz   плоскостью cz  , 0c . 

Придавая c различные значения ;...)2;1;0( c , получим семейство 

линий уровня, представляющих собой окружности: 

при 0c  имеем 022  yx  – точка )0;0(O ; 

при 1c  имеем 122  yx  – окружность 

)1;(1 rO ; 

при 2c  имеем 222  yx  – окружность 

)2;(2 rO  и т.д. 

 

3. Частные производные функции нескольких переменных 

Определение. Частной производной функции нескольких пе-

ременных по какой-либо переменной называется обычная произ-

водная данной функции по этой переменной, считая при этом дру-

гие переменные фиксированными (постоянными). 

В частности, для функции двух переменных ),( yxfz   част-

ные производные обозначаются следующим образом: 

x

f

x

z
fz xx









 ,   

y

f

y

z
fz yy









 . 

Символы 
x

z




, 

x

f




, 

y

z




, 

y

f




 как дроби трактовать нельзя. 

Из определения частных производных следует, что правила их 

вычисления такие же, что и для функции одной переменной, при 

х 

у 

0 1 2 3 
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этом следует лишь помнить, по какой переменной ведётся диффе-

ренцирование. 

ПРИМЕРЫ. 

1) Частные производные функции двух переменных 

643sin25  yxyxz  имеют вид: 

xyx
x

z
zx 3cos35 24 




 , 

4ln425 y
y yx

y

z
z 




 . 

2) Частные производные функции трёх переменных 

zyeu x cos3 74   в точке М(1;1;4) равны: 
x

x eu 44 , 44)( 04  eMux ; 
621yu y  , 21121)( 6  Mu y ; 

z
zu z

2

1
sin  , 2sin

4

1

42

1
4sin)(  Muz . 

 

4. Производная сложной функции нескольких переменных 

Рассмотрим функцию двух переменных ),( yxfz  , где 

)(txx  , )(tyy  , то есть функция z является функцией одной пе-

ременной t. Тогда производная сложной функции одной независи-

мой переменной есть 

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz










  или tytxt yzxzz  . 

Рассмотрим функцию трёх переменных ),,( zyxfu  , где 

),( vtxx  , ),( vtyy  , ),( vtzz  , то есть функция u есть функция 

двух переменных t и v. Тогда производная сложной функции двух 

независимых переменных есть 

t

z

z

u

t

y

y

u

t

x

x

u

t

u


































 или tztytxt zuyuxuu  , 

v

z

z

u

v

y

y

u

v

x

x

u

v

u


































 или vzvyvxv zuyuxuu  . 

ПРИМЕРЫ. 

1) Для функции 
22 yxez  , tax cos , tay sin  имеем 

tayetaxe
dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz yxyx cos2)sin(2
2222










  . 
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2) Для функции  22ln yxz  , xey   имеем 

xey
yx

x
yxdx

dy

y

z

dx

dx

x

z

dx

dz
















 )2(

1
2

1
2222

. 

 

5. Дифференцирование неявной функции нескольких пере-

менных 

Рассмотрим уравнение 0),,( zyxF . Оно определяет z как не-

явную функцию ),( yxzz   независимых переменных x и y. Тогда 

частные производные неявной функции z вычисляются по форму-

лам: 

z

x

F

F

x

z









, 

z

y

F

F

y

z









, 0zF . 

ПРИМЕР. Найти частные производные неявной функции z, ес-

ли она задана уравнением 1243 52  xyzzyx . 

Приведём данное уравнение к виду 0),,( zyxF : 

01243 52  xyzzyx . Тогда получим 

yzxFx 22  ,  xzyFy 215 4  ,  xyFz 24 . 

Таким образом, соберём частные производные неявной функ-

ции z: 

xy

xyz

xy

yzx

F

F

x

z

z

x




















224

22
, 

xy

xzy

F

F

y

z

z

y

24

215 4














. 

 

6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

Определение. Касательной плоскостью к поверхности в точке 

0M  называется плоскость, в которой лежат все касательные, про-

ведённые в точке 0M  к всевозможным кривым, лежащим на по-

верхности и проходящими через точку 0M . 

Определение. Нормалью к поверхности в точке 0M  называется 

прямая, перпендикулярная касательной плоскости к поверхности в 

точке 0M . 
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Возможны два способа задания касательной плоскости и нор-

мали к поверхности в зависимости от способа задания самой по-

верхности. 

1) Пусть поверхность задана уравнением ),( yxfz  , тогда в 

точке ),,( 0000 zyxM  имеем 

уравнение касательной плоскости: 

)(),()(),( 0000000 yyyxzxxyxzzz yx  , 

уравнение нормали: 
1),(),(

0

00

0

00

0













 zz

yxz

yy

yxz

xx

yx

. 

2) Пусть поверхность задана неявно уравнением 0),,( zyxF , 

тогда в точке ),,( 0000 zyxM  имеем 

уравнение касательной плоскости: 

0)()())(( 0000  zzFyyFxxMF zyx , 

уравнение нормали: 
)(

)(

)(

)(

)(

)(

0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx 












. 

ПРИМЕР. Дана поверхность 22 3yxz  . Составим уравнение 

касательной плоскости и нормали к данной поверхности в точке 

)7;1;2(M . 

Так как поверхность задана явным уравнением, то воспользу-

емся уравнениями из пункта 1). Для этого найдём частные произ-

водные функции, задающей поверхность, и вычислим их в точке 

)7;1;2(M : 

xzx 2 , 422)(  Mzx ;  yz y 6 , 616)(  Mz y . 

Тогда касательная плоскость имеет уравнение: 

)1(6)2(47  yxz , то есть 0764  zyx . 

Нормаль в точке )7;1;2(M  имеет уравнение: 

1

7

6

1

4

2









 zyx
. 

 

7. Производная по данному направлению. Градиент 

Частные производные функции )(),,( Mfzyxfu   выража-

ют «скорость изменения» функции по направлениям координатных 

осей. Например, xu  – скорость изменения функции u по оси Ox . 
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Для того чтобы определить скорость изменения функции вдоль 

произвольного направления вычисляют производную по направле-

нию. 

Теорема. Пусть вектор l


 образует с осями координат углы 

),( Oxl


 , ),( Oyl


 , ),( Ozl


 . Тогда производная от 

функции ),,( zyxfu   по направлению вектора l


 равна 

 coscoscos
z

u

y

u

x

u

l

u



















  

или  coscoscos zyx uuu
l

u





 . 

Физический смысл производной по направлению: производная 

по направлению 
l

f





 характеризует скорость изменения функции 

),,( zyxfu   в направлении вектора l


, при этом абсолютная вели-

чина производной 
l

f





 по направлению l


 определяет величину ско-

рости, а знак производной – характер изменения функции u (уве-

личение или уменьшение). 

ПРИМЕР. Найти производную функции 22 yxz   по направ-

лению вектора l


 в точке )1;1(0M , если 
3

),(


 Oxl


. 

Вычислим частные производные данной функции: 

xzx 2 , yz y 2 . 

Так как 
3

),(


  Oxl


, то 
632

),(


  Oyl


, тогда 

2

1

3
coscos 


 , 

2

3

6
coscos 


 . 

Таким образом, получим: 

yxyxzz
l

z
yx 3

2

3
2

2

1
2coscos 




 , то есть 

31)( 0 



M

l

z
 . 

Определение. Градиентом функции ),,( zyxfu   в точке 

),,( 0000 zyxM  называется вектор 
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kM
z

u
jM

y

u
iM

x

u
u


)()()(grad 000














  

или kMujMuiMuu zyx


)()()(grad 000  . 

Физический смысл градиента: вектор )(grad 0Mu  показывает 

направление наибольшего изменения функции ),,( zyxfu   в дан-

ной точке 0M , при этом модуль вектора ugrad  есть скорость этого 

изменения. 

ПРИМЕР. Найти )(grad 0Mz , если )ln( 22 yxz  , )4;3(0M . 

Найдём x
yx

zx 2
1

22



 , y

yx
z y 2

1
22



 . Вычислим их в 

точке )4;3(0M : 

25

6
32

43

1
)(

220 


 Mzx ,  
25

8
42

43

1
)(

220 


 Mz y . 

Согласно определению, имеем jMziMzz yx


)()(grad 00  , а 

значит, jiMz


25

8

25

6
)(grad 0  . 

 

8. Частные производные высших порядков функции не-

скольких переменных 

Частные производные функции нескольких переменных сами 

являются функциями этих переменных и могут иметь частные 

производные. Для исходной функции эти последние производные 

будут частными производными второго порядка. 

Рассмотрим функцию двух переменных ),( yxfz  . Её частные 

производные второго порядка обозначаются следующим образом: 

2

2

)(
x

z

x

z

x
zz xxxx





















 ;  

yx

z

x

z

y
zz yxxy























2

)( ; 

xy

z

y

z

x
zz xyyx























2

)( ; 
2

2

)(
y

z

y

z

y
zz yyyy





















 . 

Аналогично определяются частные производные третьего, чет-

вёртого и старших порядков. 

Определение. Частные производные xyz   и yxz  , отличающиеся 

порядком дифференцирования, называют смешанными частными 

производными второго порядка. 
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Определение. Частные производные высших порядков, взятые 

по различным переменным, называются смешанными частными 

производными. 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема. Если частные производные высшего порядка непре-

рывны, то смешанные частные производные одного порядка, от-

личающиеся только порядком дифференцирования, равны. 

Например, для функции ),( yxfz   имеем yxxy zz  , 

yxxxyxxxy zzz   и т. д. 

ПРИМЕР. Найти частные производные высших порядков 

функции   234 zyxu  : 
2334 zyxux  ,   2243 zyxuy  ,  zyxuz

342 ; 

23212)( zyxuu xxxx  , 22312)( zyxuu yxxy  , 

zyxuu zxxz
338)(  , zyxuu zxyxyz

2324)(  , 

246)( yzxuu yyyy  , 246)( zxuu yyyyyy  , 

zyxuu zyyz
246)(  , zyxuu xyzyzx

2324)(  , 

342)( yxuu zzzz  ,  0)(  zzzzzz uu , и т.д. 

Заметим, что yzxxyz uu  . 

 

9. Дифференциал функции нескольких переменных 

Определение. Полным дифференциалом функции 

),,,( 21 nxxxfu  , имеющей непрерывные частные производные 

первого порядка, называют выражение: 

n
n

dx
x

u
dx

x

u
dx

x

u
du














 2

2
1

1

. 

Заметим, что du  есть функция от переменных nxxx ,,, 21  . 

В частности, для функции двух переменных ),( yxfz   имеем 

dy
y

z
dx

x

z
dz









  или dyzdxzdz yx  . 

Определение. Дифференциалом второго порядка ud 2  называ-

ется полный дифференциал от первого полного дифференциала: 

)(2 dudud  . 

При этом требуется существование непрерывных частных произ-

водных второго порядка. 
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Вычисляется ud 2  по формуле: 

udx
x

dx
x

dx
x

ud n
n

2

2
2

1
1

2























  . 

Здесь сначала раскрывается квадрат выражения в скобках; затем 

числители полученных дробей умножаются на u. 

Формула ud 2  обобщается на случай дифференциала m-го по-

рядка: 

udx
x

dx
x

dx
x

ud

m

n
n

m























 2

2
1

1

. 

ПРИМЕР. Найти полный дифференциал dz  и дифференциал 

второго порядка zd 2  функции yxz sin5 . 

Найдём частные производные первого порядка: 

yxzx sin5 4 ,  yxz y cos5 . 

Тогда полный дифференциал имеет вид: 

ydyxydxxdyzdxzdz yx cossin5 54  . 

Распишем формулу для дифференциала второго порядка: 


















 zdy

y
dx

x
zd

2
2  















 2

2

22
2

2

2

2 dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z 22 2 dyzdxdyzdxz yyxyxx  . 

Найдём частные производные второго порядка: 

yxzz xxxx sin20)( 3 ,  yxzz yxxy cos5)( 4 , 

yxzz yyyy sin)( 5 . 

Тогда 254232 sincos10sin20 ydyxydxdyxydxxzd  . 
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§ 13. Экстремум функции двух переменных 

1. Необходимое условие экстремума функции двух перемен-

ных. 

2. Достаточное условие экстремума функции двух переменных. 

3. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции 

двух переменных. 

 

1. Необходимое условие экстремума функции двух пере-

менных 

Рассмотрим функцию двух переменных ),( yxfz  . 

Определение. Точка ),( 000 yxM  называется точкой максимума 

(минимума) функции ),( yxfz  , если существует такая окрест-

ность точки 0M , что для всех точек ),( yxM  из этой окрестности и 

отличных от 0M  выполняется неравенство 

),(),( 00 yxfyxf    ),(),( 00 yxfyxf  . 

Определение. Значение функции в точке максимума (миниму-

ма) называется максимумом (минимумом) функции. 

Определение. Точки максимума и минимума функции называ-

ются точками экстремумами этой функции. Максимум и минимум 

функции называются её экстремумами. 

Отметим, что экстремумы имеют локальный (местный) харак-

тер: значение функции в точке ),( 000 yxM  сравнивается с её значе-

ниями в точках, достаточно близких к ),( 000 yxM . 

Теорема (необходимое условие экстремума). Если диффе-

ренцируемая функция ),( yxfz   имеет в точке ),( 000 yxM  экс-

тремум, то её частные производные в этой  точке равны нулю: 

0),( 00  yxzx , 0),( 00  yxz y . 

Определение. Стационарными точками функции ),( yxfz   

называют точки, в которых частные производные первого порядка 

данной функции равны нулю, то есть их координаты удовлетворя-

ют системе уравнений: 









.0

,0

y

x

z

z
 

Таким образом, стационарные точки – это точки, в которых 

данная функция может иметь экстремум. 
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2. Достаточное условие экстремума функции двух перемен-

ных 

Рассмотрим функцию двух переменных ),( yxfz  . 

Теорема (достаточное условие экстремума). Пусть функция 

),( yxfz   непрерывна вместе со своими частными производными 

первого и второго порядков в некоторой окрестности точки 

),( 000 yxM  и удовлетворяет условиям 

0),( 00  yxzx , 0),( 00  yxz y . 

Обозначим 

      ),( 00 yxzA xx ,  ),( 00 yxzB xy , 

),( 00 yxzC yy ,  2BACD  . 

1) Если 0D , то в точке 0M  функция ),( yxfz   имеет экс-

тремум, причём при 0A  максимум, при 0A  минимум. 

2) Если 0D , то в точке 0M  функция ),( yxfz   экстремума 

не имеет. 

Замечание. В случае 0D  функция может иметь экстремум, а 

может не иметь. Этот случай называется неопределённым и требу-

ет дополнительного исследования. 

ПРИМЕР. Исследовать на экстремум функцию двух перемен-

ных  xyyxz 333  . 

Найдём стационарные точки функции. Для этого запишем её 

частные производные первого порядка: 

yxzx 33 2  , xyz y 33 2  . 

Тогда стационарные точки определятся из системы: 









,0

,0

y

x

z

z
то есть 











.033

,033

2

2

xy

yx
 

Решим полученную систему: 











;0

,

4

2

xx

xy
 










;0)1(

,

3

2

xx

xy
 




















;1

,0

,

2

1

2

x

x

xy

 

значит, )0;0(1M  и )1;1(2M  – стационарные точки. 

Найдём частные производные второго порядка: 

xzxx 6 , 3xyz , yz yy 6 . 
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Вычислим значения частных производных второго порядка в 

стационарных точках и применим достаточное условие экстремума 

функции двух переменных. 

Для точки )0;0(1M : 

006)( 1  MzA xx ,  3)( 1  MzB xy , 

006)( 1  MzC yy ,  09)3(00 22  BACD . 

Следовательно, в точке 1M  экстремума нет. 

Для точки )1;1(2M : 

616)( 2  MzA xx ,  3)( 2  MzB xy , 

616)( 2  MzC yy ,  027936)3(66 2 D . 

Следовательно, в точке 2M  есть экстремум, причём в силу 

06 A  точка 2M  является точкой минимума. Сам локальный 

минимум равен 111311)1;1()( 33
2min  zMzz . 

 

3. Нахождение наибольшего и наименьшего значений 

функции двух переменных 

Правило нахождения наибольшего и наименьшего значений 

функции двух переменных в области D: 

1) найти все внутренние стационарные точки и вычислить зна-

чение функции в этих точках; 

2) вычислить значение функции в граничных точках области 

D; 

3) сравнив найденные значения функции, определить 

наибольшее и наименьшее значения функции во всей области D. 

ПРИМЕР. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

)sin(sinsin yxyxz   в треугольнике, ограниченном прямыми 

0x , 0y , 2 yx . 

 

Найдём частные производные функ-

ции: 

)cos(cos yxxzx  , 

   )cos(cos yxyzy  . 

 

 

 

 

0 

В 

А 

2  

2  

х 

у 
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Тогда стационарные точки функции определятся из системы: 









,0

,0

y

x

z

z
 то есть 









.0)cos(cos

,0)cos(cos

yxy

yxx
 

Решим полученную систему: 









);cos(cos

),cos(cos

yxy

yxx
   








;coscos

),cos(cos

yx

yxx
   








;

),cos(cos

yx

yxx
 

 









;

,2coscos

yx

xx
   








;

,02coscos

yx

xx
 

 















;

,0
2

2
sin

2

2
sin2

yx

xxxx

   












.

,0
2

sin
2

3
sin

yx

xx

 

 

В силу первого уравнения системы, данная система равносильна 

совокупности: 





















;,0
2

sin

,,0
2

3
sin

yx
x

yxx

   














);(,,
2

,,
2

3

Zkyxk
x

yxkx





 

 












).(,2,2

,
3

2
,

3

2

Zkkykx

kykx




 

Так как мы находим наибольшее и наименьшее значения 

функции в OAB , то берём только точки 01 x , 01 y ; 
3

2
2 x , 


3

2
2 y . Итак,  0;01M  и 










3

2
;

3

2
2M  – стационарные точки 

функции в OAB . 

Вычислим значение функции в стационарных точках: 

0)( 1 Mz , 
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.
2

3
3

3
sin3

3
sin

3
sin2

3

4
sin

3

2
sin2

3

4
sin

3

2
sin

3

2
sin)( 2







Mz

 

Вычислим значение функции на границе OAB : 

при 0x  имеем 0sinsin)0sin(sin0sin  yyyyz , 

при 0y  имеем 0sinsin)0sin(0sinsin  xxxxz , 

при 2 yx  имеем  

00sinsin)2sin()2sin(sin  xxxxxxz  . 

Итак, 
2

33
наибz  в точке 










3

2
;

3

2
2M , 0наимz  в любой точ-

ке границы области ( OAB ). 
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